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Ucebny ciel kapitoly

Po prestudovani tejto kapitoly by ste mali zvladnut’ zakladné pojmy statiky:

e Hmotny bod, hmotné teleso, stupne vol'nosti pohybu hmotného bodu a telesa v rovine
a priestore

o Sila a silové ucinky
o Silova sustava, vyslednica silovej sustavy, ur€ovanie velkosti a polohy vyslednice
e Rovnice ekvivalencie, statické podmienky rovnovahy

o Co st to vizby a vdzbové reakcie, uvolfiovanie telies

1.1 DOKONALE TUHE TELESO

1.1.1 Dokonale tuhé teleso v statickej rovnovdahe

Z realnej nepohyblivej konStrukcie (napr. stoZziar vn upevneny v beténovom zdklade a
zat'azeny vlastnou tiazou, tiazou vodicov a vetrom) sa vytvori mechanicky model (staticky
systém):

Redlna konstrukcia Staticky systém
tj?:r stoZlara Vi sily
vietor
—~ /™
&
izolstor SORGHAIC SN
-~ i teleso (S,V) o

\\vﬂé‘i&a 5 \\ /X x
A S

- uloZenie v ziklade
obr. 1.1 obr. 1.2

Staticky systém ktory je abstrakciou redlnej konstrukcie, nachddzajuci sa v okamzitom case ¢
v statickej rovnovahe, obsahuje:

o dokonale tuh¢ teleso (abstrakcia stoziara) s objemom V a povrchom S
o vztazny kartézsky suradnicovy systém O(x, y, z): i, j, k, st bazové jednotkové vektory
o sily (dané pdsobenim tiaze jednotlivych konstrukénych prvkov, pdsobenim vetra, atd’.)

e vizby dané upevnenim telesa



1.1.2 Dokonale tuhé teleso ako sustava hmotnych bodov
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;H Hmotny bod - ast hmotného telesa s elementarnym objemom dV [m’ ]
— | a elementarnym povrchom dS /m’] s definovanou mernou hmotnostou
S ! | p [kg/m’], obsahujuci velké mnoZstvo elementarnych Gastic hmoty.
R = '71} Castou geometrickou interpretaciou hmotného bodu (jeho okolia) je
z - “*  elementarny hranol. Hmotné body budi oznagené velkymi alebo
e malymi pismenami, napr.: A, B, a, b, ...
obr. 1.3
mj - Hmotné teleso - oblast’ s objemom V a povrchom S spojito
e = vyplnené hmotnymi bodmi. Ak pre vzdialenost dvoch
r A%-..._ = Tubovolnych bodov telesa A, B pred i po zatazeni silami
k N — | plati:
¥ A T H = Lons ) Y ; ,
“ . .. . ==  aB=konit _ teleso je nedeformovatelné, &ize dokonalé tuhé
"ﬂ-u..\_\__h_l.l.lIl. LI I.JIJI.].}’-"'_ . o _..":";.E- - kDﬂEt S ’ v . . v
P i -- teleso sa ucinkom zatazenia deformuje, Cize
=~ e 1A .. poddajné teleso

V statike predpokladame existenciu dokonale tuhého telesa, ¢o je len abstrakciou realneho
telesa, ktoré je vzdy poddajné. V niektorych pripadoch statiky mozno modelovat’ celé teleso
jedinym hmotnym bodom - faziskom telesa, kde je sustredena tiaz celého telesa.

1.2 SILA
1.2.1 Sila a jej ucinky

Sila je mierou vzdjomného mechanického posobenia telies (alebo hmotnych bodov).Oznacuje
sa spravidla tu¢nymi pismenami vel’kej abecedy: F, P, A, ...

Silové posobenie:

1. bez vzajomného styku

Slnko Fss P Zem
S Vi
obr. 1.5

Na zaklade zakona akcie a reakcie sily vzajomného posobenia su rovnako
vel’ké, t.j. F = -Fp4, resp. Fs; = -Fzs. Akcia leZi s reakciou na jednej
nositel’ke, je rovnako vel’ka, ale opacne orientovanad.



2. cez vzajomny styk (bodovy alebo plosny)
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mirera mechanickeho pdsobenia
telesa B na teleso A

/

Fa-

Fon
miera mechanickEho

pisobena telesa A
na teleso B

obt. 1.6

1.2.2 Priklady vzajomného posobenia

- vzajomné silové (mechanické) pdsobenie izolatora a ramena stoZiara

Fs
.
Fis
Fiz =-Far

obr. 1.7

- vzdjomné mechanické posobenie ¢loveka a podlozky

Clovek
C
Fcr - tiaZ
cloveka Fer = - Fre
Fenl 77177
P ohr. 1.8 Fre




1.2.3 Klasifikacia sily

nositelka sily urcuje smer sily

e e _r 1 -Silaje fyzikalna veli¢ina charakteru vektora.
VEIRUEL 51 - i - i
——=—F /S A

-Ma4 svoje posobisko, vel'kost,, smer a orientaciu.

A vektor silv  -Graficky sa znazorfuje ako orientovana usecka,
g - " . . .
“Haeabicks cilv leziaca na priamke - nositelke sily.
FU-}UUIEI\.U EI.IJ
ubi. 1.9

1.2.4 Zakon sily, jednotka sily

-Teleso s hmotnostou m sa t¢inkom sily F
pohybuje zrychlenim a.
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-Potom sila spdsobujtica tento pohyb
F = m.a - Newtonov zdkon sily.

|

-Vektory F a a st rovnobezné, leZiace na
obr. 1.10 spolo¢nej priamke.

1.2.5 Velkost’ sily

F = |F| =m|a| -je skaldrna (na zmene vzt'azného suradnicového systému nezéavisla) veli¢ina, je
=ma rovna absolttnej hodnote vektora sily.

-zékladna jednotka velkosti sily: /kg.(Im/s°) = IN (1 Newton)

-sila F = /N udava telesu o hmotnosti m = Ikg zrychlenie Im/s’.

-odvodené jednotky: kN = 10°N, IMN = 10°N

1.2.6 Praca a vykon sily

- praca vykonanad silou F je: 4 = Fs
- jednotkou mechanickej prace je
1Joule, znacka [J]

- pracu rovnu /J vykona sila
vel'kosti /N na drdhe Im (1J
=INm)

- vykon sily je jej praca 4
vykonana za urcity ¢as 7. P =
A/tlJ/s]

- jednotkou vykonu je 1Watt,
obr. 1.11 znacka [W]

-vykon /W predstavuje pracu 1J
vykonant za €as / sekundy

(IJs=1W)



1.2.7 Gravitacna (tiaZova) sila

Na vsetky hmotné telesa pdsobi tiazova sila umerna jeho hmotnosti m/kg/ a tiazovému
zrychleniu g = 9,81 m/s’.

- velkost’ tiazovej sily je G = m.g [N], a jej vyslednica, ktora smeruje
do stredu Zeme (zvisly smer) pdsobi v tazisku telesa

1
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.
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- na /kg hmotnosti telesa pdsobi v gravitatnom poli Zeme tiazova sila

G = 9,81 N. V technickych vypoctoch sa tato sila asto zaokruhl'uje na
g G =10 N.

G

!

obr. 1.12

1.2.8 Zlozky sily v kartézskom suradnicovom systéme

Silu ako vektor mozno rozlozit’ na zlozky v smere suradnicovych osi:

e v priestore:
Potom: F = Fy + Fy + F, =iF\ + jF, + KF.
Smerové uhly sily: a, S, 7, priCom
F F F
cosg=—2 cosff=-2L cosv=_Z%
R
Fi= Ff +F;’ +E}'f oo otcest f4cory=1

F=(fFl+FI+F]

obr. 1.13
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1.2.9 U¢inky sily

Pdsobenie sily na tuhé hmotné teleso sa prejavi jeho premiestnenim, ktoré mozno rozdelit’ na
posunutie a natoCenie. Cubovolnéd usecka AB sa premiestni do polohy A'B’, pricom AB =
A'B’.

Sila teda ma:

- posuvny ucinok — PU

- otdacavy ucinok — OU

PU - je charakterizovany velkostou sily: T/ SR, je ku kazdému bodu telesa rovnaky.

OU - je charakterizovany momentom sily:

Moment sily je vektorom, a jeho vel'kost' M = |[M] je k roznym bodom telesa rozna.

Uloha: Treba najst’ moment sily F k bodu 4.

- Plati: Ms =ra ¥ F

- ra je polohovy vektor posobiska sily k pociatku suradnicového systému uloZenému do bodu
A.

i
F s d

A I
obr. 1.15

1.2.10 Vel’kost’ momentu sily

My=ryFsina=Frysina=Fpy [Nm]
- jednotkou velkosti momentu je /Nm (1 Newtonmeter).



- - velkost momentu sily k bodu je rovna sucinu vel'kosti sily a ramena sily.
- - kolma vzdialenost’ nositel’ky sily od bodu A - p, /m] sa nazyva ramenom sily.

1.2.11 Smer a orientdcia momentu sily

- Moment sily k bodu telesa je vektor, ktorého nositel’ka je kolma na rovinu tvorenej nosi-
tel’kou sily a polohovym vektorom daného bodu.

- Jeho orientacia je dand jednotkovym vektorom e, pre ktorého orientaciu plati pravidlo pravej
ruky:

Moment sily je kladny, ak polohovy vektor a sila tvoria pravotoCivy systém (proti pohybu
hodinovych ruci¢iek). V opacnom pripade je moment sily k danému bodu zaporny (v smere
pohybu hodinovych ruciciek).

Uloha: Stanovte smer a orientdciu momentu sily k bodom 4 a B.
y

Z
obr. 1.16

Moment sily k bodu A:
- posunutim vektora ra do bodu o dostaneme
pravotoCivy systém dvoch vektorov.

Moment sily k bodu B.

- posunutim vektora rg do bodu o dostaneme
lavotoCivy systém dvoch vektorov.

- moment sily k bodu B je zaporny.

- moment sily k bodu 4 je kladny.

- potom: My =r1rs X F=ex Mjp - potom: Mg =rg X F = eg Mg

- ea je jednotkovy vektor kolmy na rovinu - ep je jednotkovy vektor kolmy na rovinu
tvorenu vektormi ra a F. tvorenu vektormi rg a F.
eA=|eA|=1 eB=|eB|=1

- velkost’ momentu M, = + F ry sina - vel'kost’ momentu Mp = - F rg sinf3

- kladny moment mé znamienko plus. - zaporny moment ma znamienko minus.

Uloha: Uréite velkost' a znamienko momentov sily F k bodu A, B a C. Vietky body i sila
leZia v jednej rovine (bod C lezi na nositel’ke sily).
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Moment k bodu A Moment k bodu B Moment k bodu C
- to¢i na ramene sily p4 - je kladny - je rovny nule
v smere pohybu hod.ruciciek -teda Mp = ppF tj. Mc = 0lebo pc= 0
- je zaporny
- tedaMA = -pAF

VSeobecne plati : Moment sily k 'ubovolnému bodu leziacemu na jej nositel’ke (tam lezi aj
posobisko sily) je rovny nule (mé& nulovy ota¢avy uc¢inok). K tymto bodom ma len posuvny
ucinok, ktory je rovny velkosti sily.

Uloha: A }

Ur¢ite silové ucinky dvoch rovnako velkych, pa

ale opaCne orientovanych sil leziacich na F F f o= f
spolo¢nej nositel’ke. o N

PU:F-F=0

OU: Fp, - Fp, = 0 - plati k 'ubovolnému bodu obr. 1.20

Zdver: Dve rovnako vel'ké sily, leziace na spolo¢nej nositel’ke a opacne orientované maji
nulovy silovy t¢inok.

Uloha:

Urcite silové ucinky dvoch rovnako velkych
opatne orientovanych sil leziacich na
paralelnych  nositel’kach, ktorych kolma
vzdialenost’ je a.

PU: F-F=0
OU: My=Fpia-Fpu=Fpia-p2a) =-Fa
MB =-Fa :MC:MA

obr. 1.21

Zdver: Posuvny Uc¢inok je nulovy, otdavy ucinok je rovny sucinu velkosti sily F a ich kolme;j
vzdialenosti a, pricom je ku vSetkym bodom telesa rovnaky. Orientdcia momentu je zavisla na
orientacii dvojice sil:
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1.2.12 Transformdcia sily

Transformaciou sily nahradzame transformovant silu inou silou. Ak nova sila ma rovnaké
ucinky ako sila pévodna, potom takato nahrada je ekvivalentnou transformaciou sily.

Uloha: Vykonajte ekvivalentnu transformaciu sily F tak, aby jej nové pdsobisko bolo v bode
A.

Ucinky sily F:
T A . .
~ % -posuvny ucinok (PU): je rovny sile F

- otacavy ainok (OU): My = -p 4F
- PU aj OU maju byt’ zachované aj po
transformacii

A obt. 1.24

Transformaciu mozno vykonat pripojenim silovej dvojice s nulovymi u¢inkami do bodu A4:
dve rovnako velke sily F leZiace na spoloc¢nej nositel’ke, ale opacne orientované.

- ' ™ prr=0. O =0

?

obr. 1.25

|

Mi=raxF
M= -paFF
P4 =rasina

obr. 1.27



Posuvny ucinok vsetkych troch sil: PU=F

Otacavy Ginok vietkych troch sil: @Y = ~Paf’
Zaver : Silu F mozno ekvivalentne transformovat’ do iného posobiska tak, Ze do dan¢ho bodu
vlozime rovnaku silu F a moment My =ra X F.

1.2.13 Posunutie sily po nositel’ke

Je to Specialna transformadcia sily. Posunutim sily po jej nositelke sa jej silové ucinky
nezmenia.

Dokaz :
144 - £
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e FTi ry e
fﬁh § y F=F
Fe
A x
ohr. 1.28
FU. F=F
QU M=, xF =M =rcozey F=p F
M,=r,xF =M, =rcose, F=p, F'=p, F
M, =2,

Posunutim sily po jej nositel’ke sa jej statické ti¢inky nemenia. Pozor: deformacné ucinky sily
sa zmenia, t.j., deformacia poddajného telesa je zavisla aj na pdsobisku sily.

1.2.14 Rozdelenie sil
Sily delime:

1.  podla charakteru

a. vonkajsie (vyjadruji Gcinok okolitych telies a prostredia na vySetrované
teleso)

i. zatazujuce (akcie)
ii.  vazbové reakcie (zavislé od akénych sil)

b. wvmnutorné (vyjadruji Ucinok jednej Casti telesa na druhu. Vznikaju vo
vnutri telesa ako odozva na vonkajsie sily. Ak vnitorné sily prekroc¢ia urciti
hranicu, djde k vel’kym deforméciam alebo ku poruseniu telesa.)

10



II.  podla rozloZenia

a. sustredené(sila F/N] alebo moment sily M/Nm]), su sustredené¢ do
jedného bodu - posobiska

b. spojitorozlo?Zené(V statike sa viacsinou ekvivalentne nahradzuju
sustredenymi silami.)

i.  plo$né (napr. tlak p [N/m’])
ii. objemové (napr. vlastna tiaz y /N/m’] )

iii.  &iarové (napr. vlastna tiaz na jednotku dizky telesa g /N/m].)

1.3 SILOVA SUSTAVA

1.3.1 Rozdelenie silovych sustav
Dve a viacero sil posobiacich na teleso sa nazyva silova sustava. Silové ststavy sa delia:

1.  podla rozloienia

a. centraln e-nositel’ky vSetkych sil sa pretinaji v jednom bode (obr. 1.29)

o
&
b

| =
[ |

obr. 1.29

b. v§eobecne rozptylené-nositelky sil sa vzijomne pretinaju v
r6znych bodoch

II.  podla rozmiestnenia v priestore

a. rovinné-nositel’ky vSetkych sil lezia v jednej rovine

b. priestorové-nositel’ky sil st rozlozené v priestore

Priestorovt silova sustavu mozno transformovat’ na tri rovinné ststavy leziace v rovinach
kartezského suradnicového systému. Dalej sa preto vo vacSine pripadov budeme zaoberat
rovinnymi sustavami sil.

1.3.2 Uéinky silovej siistavy (SS)

Silova stistava ma posuvny a otacavy ucinok. Majme sily Fy, F,, ..., Fj leZiace v jednej rovine.

11



Posuvny ucinok SS
- je dany stthrnom posuvnych ucinkov jednotlivych sil:

R=[R|, R=F+F,+ +E :iﬂ

i=l
Vyslednica vsetkych sil R silovy (vektorovy) obrazec uzatvéra.
Plati:
R=[R] +R§ - vel’kost’ vyslednice sil
R =2"F, R, =3 F, -zlozky vyslednice sil

iml iml

ohr. 1.31

Otéacavy ucinok SS
- k bodu telesa je dany sthrnom ota¢avych ucinkov (momentov) jednotlivych sil:
M, =2 M, =y xF +1r,<E, +. +5xF

Vektor vysledného momentu rovinnej silovej ststavy je kolmy na rovinu silovej ststavy a
jeho velkost’ je k roznym bodom rovinného telesa rdzna. Jeho orienticia je zavisld na
orientécii a vel'’kosti momentov jednotlivych sil.

Uloha: Vyjadrite posuvny a ota¢avy uéinok sil Fy a F, k bodu A.

12



PU:

Ly
_, Y
Epg - ku ‘V§etk3’/m bodom ramena
T stoZiara
R\“‘“-. je rovnaky
A R=|R|: R=F +F,
/ TS
_;ff K\“‘x R, =3 F, =R,
N . Fi: R =SF =-F -F
ﬁ,\j‘ “'-1\_{_-.._.__] » Z ip Ly 2
A Y P 7 o2
~ 1 M R= SR + R,
Fa lrr N
B A ¥ ! =Bl A= |F1!’|
X . [} ) i | 2. Y|
’ 1 T ouU:
My=-F 0-F [a+b)-Fa
obr. 1.32 My=-F,(a+d]- Fa

1.3.3 Transformacia SS do bodu

Treba ekvivalentne transformovat silovi sustavu Fy, F,,...F; do bodu A. Postupnou
transformaciou jednotlivych sil a ich momentov do bodu A a ich ndslednym vektorovym
suctom dostaneme vyslednu silu R a vysledny moment Ma.

M PU:
R-R R-TE

R=3F; R=3F

R=[R}+R]

ri ouU:
;'r \\ \Fz M, :ZriXFi
i " :
’Fi
Fi

obr. 1.33

1.3.4 Vyslednica silovej sustavy, rovnice ekvivalencie

Vyslednicu silovej stistavy dostaneme ekvivalentnou transformaciou vsetkych sil do bodu, ku
ktorému ma silova ststava nulovy otacavy ucinok. Silovu ststavu teda nahradime len jednou
silou - vyslednicou silovej sustavy R. Pri hl'adani vyslednice SS treba urcit’ jej velkost, smer i
orientaciu ako aj jej posobisko. Slizia ndm na to rovnice ekvivalencie, ktoré mozno slovne
vyjadrit’ aj takto:

13
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R [
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N A h
X
obr. 1.34

Posuvny a otacavy ucinok SS k l'ubovolnému bodu A musi byt rovnaky ako je posuvny a
otaCavy ucinok vyslednice R k tomu istému bodu.

Vektorovy tvar rovnic ekvivalencie:

postvay wfinok afadavy ufinak
R=2F, Mpy = 2 My
rxR=3%"rxF

Skalarny tvar rovnic ekvivalencie:

priestorovd SS

Rx:ZEx MR'::ZM#
R, =2 F,p —=>R=_{RI+R+ R Svelkost R My =3 M, = poloha R
R =3F, My =M,

rovinna SS

{RKZZF“}%’R:”I'R,?+R§ My=3M,

R, = Z &,
1.3.5 Rovnovadzna silova sustava, statické podmienky rovnovahy

Silové sustava je v statickej rovnovahe, ak jej posuvny a otdcavy ucinok je rovny nule. Takato
sustava sil sa nazyva rovmovazna silova sustava. Ak na teleso (hmotny bod) posobi
rovnovazna silova sustava, teleso (hmotny bod) sa nachadza v statickej rovnovahe. Staticka
rovnovahu mozno popisat’ statickymi podmienkami rovnovahy, ktoré su vyjadrenim nulovosti
posuvného a otdavého Gcinku silovej sustavy so silami Fy, Fy, ..., F;. Pozndme ich vektorovy
a skaldrny tvar:

14



Vektorové rovnice rovnovahy SS:

R= ZFI =0 = wslednica sti je rovad mule (silovd ravaica ronveaevahy)

M= Z xE =0 = oiddmwy udinok sl je rovay nule (momentovd rovaica roviovdhy)
Skalarne (zloZkové) rovnice rovhovahy SS:

sifove raveice rovaovaliy Z . =10 ;Z E'v =10 Z . =10

Mamentové rovaice rovnovahy: 2 M, =03 M, =0,%" M, =0

Rovnovazna priestorova silova sustava musi splhat’ sucasne tri silové a tri momentové
podmienky rovnovahy ku zvolenému SS. V silovych rovniciach rovnovahy sa scitavaju
zlozky sil F; v smere suradnicovej osi X, resp. y, resp. z. V momentovych rovniciach
rovnovahy sa scitavaju zlozky momentov sil to¢iacich okolo suradnicovych osi x, resp. y ,
resp.z.

Ak silova sustava splia statické podmienky k jednému (I'ubovolne zvolenému)
suradnicovému systému, potom ich splia ku vSetkym ostatnym suradnicovym systémom.
Rovnovéazna rovinna silova sustava musi spliiat’ tri statické podmienky rovnovahy:

Stiové rovmice roveovaky . D F, =07 5, =0
Momentova podmieniny roveowiiy: ZM!-E =10

Rovnovaha dvoch sil:

Dve sily st v statickej rovnovahe, ked’ su rovnako velké, lezia na spolo¢nej nositel’ke a su
opacne orientované.

Rovnovaha troch a viacerych sil centralnej SS:

Centralna silova sustava je v rovnovahe, ked’ jej vyslednica je rovnd nule (nutnou 1
postacujicou podmienkou je splnenie silovych rovnic rovnovahy).

Rovnovaha troch a viacerych sil v§eobecne rozptylenej SS:

Vseobecne rozptylena rovnovazna silova sistava musi splfiat’ vietky silové i momentové
podmienky rovnovahy.

Nulovost’ vyslednice je len nutnou podmienkou statickej rovnovahy vseobecnej silovej
sustavy. Typickym prikladom nerovnovaznej silovej sustavy s nulovou vyslednicou st dve
rovnako vel’ké, opacne orientované sily, leziace na paralelnych nositel’kach (silova dvojica).
Tato silova dvojica nespifia momentové podmienky rovnovahy. V priebehu d’alsich kapitol
budeme pouzivat pri hl'adani rovnovdznych stavov takmer vylucne statické podmienky
rovnovahy v skalarnom tvare.

1.4 VAZBY

1.4.1 Viizby a vizbové reakcie

Objekty (telesa, hmotné body) sa spajaju navzajom vizbami. V tychto vdzbach vznikaju sily a
momenty sil - vidzbové reakcie. Ak mechanicku sustavu (sustavu telies, bodov) tvori niekol'’ko
objektov, potom su medzi nimi tzv. vnutorné vizby, a reakcie v nich su vnutorné reakcie.
Vizby, ktorymi sa upevnuje sustava k nepohyblivému telesu - tzv. ramu, sG vonkajsie vdzby,
a reakcie v nich st vonkajsie vizbové reakcie.

15



ﬁl Napr.:
,,: A - v bodoch A a B su védzby vonkajSie (pripevnenie stoziara o
i, betonovy zaklad)
f
1./ . - , . . o
F——t——m -V bodoch C, D, E, F, ... st vizby vnitorné (medzi vodi¢mi a
™ . , . , .- . , . , .
~ AL & izolatorom, izolatorom a ramenom stoziara, medzi pratmi pratove;j
4 konstrukcie stoZiara)

V smere vizbovej reakcie sa odoberd objektu moznost’ pohybu (posuv, resp. natocenie). Ak
vizba odobera moznost’ pohybu len na jednu stranu, hovorime o jednostrannej viizbe. Ak sa
odobera v danom smere moznost’ pohybu na obidve strany, ide o vdzbu dvojstrannu.

Jednostranna viizba Dvojstranna viizba

\\ LN —_— _FI—\._ ah o w %
1A
]d.l'][]
lye
/Y
teleso
teleso

Smer nduhrdnehn
pohybu len dole

ubr.1.36 ubr.1.3%
Velkost’ a orientacia vizbovych reakcii zavisi od akcii - vonkajSej silovej stustavy. Vazbové

reakcie sa vo vidzbach usporiadaju tak, ze spolu s akciami tvoria rovnovaznu silovl sustavu.
Velkost’ a orientaciu vézbovych reakcii mozno u tzv. staticky urcitych uloZeniach urcit’ zo
statickych podmienok rovnovéhy. Problematikou vézieb a vdzbovych reakcii sa podrobnejsie

zaobera Kapitola 2 tejto ucebnice.
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Ucebny ciel kapitoly

Po prestudovani tejto kapitoly by ste mali vediet:

e Ako je jednoznacne ur¢ena poloha hmotného bodu a telesa v rovine, resp. v priestore
e Kolko stupniov vol'nosti md hmotny bod a teleso v rovine, resp. v priestore

« Co je to staticka urgitost’ resp. neuritost’ uloZenia a ako sa vypoéita

e Ako sa uvoltiuju vizby, ich ndhrada vizbovymi reakciami

e Ako mozno vypocitat’ vonkajSie vizbové reakcie

2.1 JEDNOZNACNE URCENIE POLOHY HMOTNEHO BODU
A TELESA

Poloha hmotného bodu v rovine i1 v priestore je jednojednoznacne urcena jeho polohovym
vektorom vzhl'adom na vztazny suradnicovy systém.

Priestor Rovina
}r I }r I
A A
TA T
x-_ x-_
=z
obr. 2.01a obr. 2.01b

Poloha telesa v priestore je jednojednoznacne uréena polohovymi vektormi jeho 'ubovolnych
troch bodov neleziacich na jednej priamke.



™
TFLFL. a

Poloha telesa v rovine je jednojednoznacne ur¢end polohovymi vektormi jeho 'ubovolnych

dvoch bodov leziacich v danej rovine.

(@13

¥

obe. 2.03

2.2 STUPNE VOLENOSTI POHYBU

Hmotny bod v priestore ma tri posuvné (transla¢né) stupne volnosti pohybu 1-2-3 (napr. v
smere osi vzt'azné¢ho suradnicového systému). Kedze hmotny bod nema definovany tvar (je

len abstrakciou malej casti telesa), rotacné stupne volnosti sa mu neprisudzuju.
Hmotny bod v rovine ma dva stupne volnosti 1-2.
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Priestor n = 3° Rovina n = 2°

A ¥z
ol -+ o -+
T T
' '
2 a2
L ] / L ]
P - P
-
L -+
P 1
. L. ) 1
i - 1t -
ST A A
oA M
rd
.
.l |
P
L pm |
o 1 [
- X X
-
o
it
>
- v P IV T . N I P BT T L B | |
- D0 L0444 DL L.u03D

Teleso ma v priestore tri posuvné a tri rotacné stupne vol'nosti. M4 teda 6 stupfiov volnosti

pohybu v priestore (n=6°).
Teleso ma v rovine dva posuvné a jeden rota¢ny (okolo osi z) stupent volnosti (n=3°). Pohyb
telesa je viazany na rovinu xy.

}nl
.\_)5 teleso v priestore Vi
poliyb ¥ rovine xy

£ obr. 2.05a obr. 2.05b

2.3 VONKAJSIE VAZBY A VONKAJSIE VAZBOVE REAKCIE

Ak na teleso posobi nerovnovazna silova sustava, teleso je v pohybe. Aby sa nemohlo
pohybovat, treba mu odobrat’ minimalne vSetky stupne vol'nosti pohybu vdzbami. Vizbové
reakcie spolu s vonkaj$imi zatazujicimi silami budi tvorit’ rovnovaznu silovl sustavu a
teleso bude v statickej rovnovéhe. Vizbové reakcie vo vidzbe pdsobia v smere odobrané¢ho
stupiia vol'nosti pohybu a ich velkost' a orientdcia je zavisla na vonkajsich silach. Pri ich
vypocte ich spravidla vkladdme v kladnom zmysle - v zhode s orientdciou vztazného
suradnicového systému, a oznacujeme ich: Ry, R4y, My, Ay, ...
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2.3.1 Staticka urcitost’ - neurcitost’ uloZenia telesa

Je definovana vzt'ahom: i=n-r , kde n je pocet stupiiov vol'nosti pohybu telesa (v priestore
n=6°; v rovine n=3°), r je poCet stupniov vol'nosti odobratych vdzbami.
Mo6zu nastat’ pripady ulozenia:
a)i =10 : teleso ma vdzbami odobrané vSetky mozné stupne volnosti pohybu - staticky urcité
ulozenie

b)i> 0 : teleso nema odobrané vSetky stupne vol'nosti, to znamend, Zze ma pohyblivé uloZenie -
staticky podurcenée. Toto ulozenie je z hl'adiska statickej stability telesa nepripustné.

c)i<0 : teleso ma odobraty vicsi pocet stupniov vol'nosti pohybu ako ich v skutocnosti ma -
staticky neurcité (preurcené) ulozenie.

Ak je teleso ulozené staticky urCito, na vypocet vézbovych reakcii postacuju statické
podmienky rovnovahy. Pri staticky neurCitom uloZeni je potrebné statické podmienky
rovnovahy doplnit’ o d’alSie rovnice, vyplyvajlice z deformacie telesa.

2.3.2 Typy viizieb, ich znacky, nahrada viizieb viizbovymi reakciami

a) Priestoroveé ulohy

al) Vizba odoberajuca r=1° volnosti, cize i=6°-1°=5° - teleso mad este 5° stupnov volnosti
pohybu. Teleso (gul’a) - jeho pohyb je viazany na rovinu xz v stykovom bode 4.

¥
+:2< — odobrany stupefi volnosti

(posuv v smere 0si y¥)
\)5

teleso (gula)

N
- /%

4

:y styk bodovy —~
z ram (rovina xz)
obr. 2.06

a2) Vizba odoberajuca r=2° volnosti, ¢ize i=6°-2°=4° - teleso ma este 4° stupne volnosti pohybu.
Teleso (valec) - jeho pohyb je viazany na rovinu xz cez stykovu priamku. Véizba odoberd posuv v
smere osi y a rotaciu okolo osi x.
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a3) Vizba odoberajuca r=3° volnosti, cize i=6°-3°=3° - teleso ma este 3° stupne volnosti pohybu.
Teleso(gula) - jeho pohyb je viazany na styk s priestorovou plochou. Vézba odobera vsetky tri

posuvné stupne volnosti pohybu.

¥ *?(

o/

j&/ rim - priestorova plocha
z obr. 2.08

a4) Vizba odoberajuca r=4° volnosti, cize i=6°-4°=2° - teleso ma este 2° stupne volnosti pohybu.

Vizba umoznuje telesu posuv v smere osi x a rotaciu okolo osi x.
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1° - teleso ma
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nosti,

5°vol

al) Vizba odoberajuca r
posuv v smere osi x.

obe. 2,10

i

e
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a6) Vizba odoberajuca r=6° volnosti, cize i=6°-6°=0°

teleso Tubovolného tvaru
/1 Ve
7 Iy
! o
y -
4 '
Iy
S
y
iy
-
r
7 A
A
I’
s
S A
Iy 7
vizhba *
dokonalé votknutie
obr. 2,11
b) Rovinné ulohy
VAZBA ZNACKA VAZBOVA REAKCIA
b1) posuvny kib:  i=3°-1°=2° Viizba odobera posuv v smere osi .
rovinne
teleso A
A
777777 Ra
g ¢
ram - tuhd podlozka obt. 2.12

b2) pevny kib: i=3°-2°=]° Vizba odobera posuv v smere osi x a y.

A

sonet vysledne)

reakoie
/
Rax A
777777 R, i
_i// Rav
ob. 2.13 g

b3) dokonalé votknutie: i=3°-3°=0°
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4 M
v, F] f 3 T
/ i ol
£ ) Fal | Hav’ L1
s A - ]
e 1 A il U
A g &8 /
rd A1
7 d
% _
A1 Y Ry
/ /| =
Iy
/s
obr. 2.14
c) Specidlne viizby
posuvné votknutie A 1 M.
LLLS ——- A
1=3%-2° ="
R
A
| 2 M.
R A
| -
1=1%
obr. 2.15
vdzba prutom (lanom) Odobera jeden posuvny stupeil vol'nosti v smere osi pruta.

(lana). Jeden prut odobera 1 stupeil vol'nosti pohybu.

®

obr. 2.16

Dva pruty odoberaju dva stupne vol'nosti.

teleso

1>

R=R +R:

obr. 2.17
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Pozndamka: Kazdy pridany prut odobera d’alsi stupen vol'nosti pohybu, jeho os vSak nesmie
prechadzat’ spolo¢nym prieseénikom osi dvoch predchadzajucich pratov. Ako uz bolo
spomenuté, upevnenie lanom je vizba jednosmerna.

2.3.3 Priklady uloZenia telesa

Stupne volnosti sa telesu odoberaji kombinédciou zdkladnych typov vidzieb. Budeme
predpokladat’ tzv. idedlne vizby, pri ktorych sa zanedbava trenie a ich ¢iastocna poddajnost’.
Pri vel'mi presnych vypoctoch je nutné tito neidedlnost’ vdzieb zohladnit’, avSak pre vacSinu
technickych vypoctov je predpoklad idedlnej vazby pripustny.

a) Staticky urcité uloZenie telesa v rovine: i =n - r = 0°

al) prutové sustavy

P "
7 A
\/ A
\ & PR
Y. B o £
N A i\
¥R ] L7 3
o i/f A/ ;"ll/f"i/f‘i / ;A\
3: A
b ==
A
o
obr. 2.18
a2) nosniky
nosnik na dvoch podperich nosnik na dvoch podperach
A votknuty nosnik s previsnutym koncotn

e e

obt. 2.19

a3) lomené nosniky a zakrivené pruty
m B
s
A B
A A
P77 777
obr. 2.20
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b) Staticky neurcité (preurcené) uloZenie telesa v rovine: i =n - r <0°

bl) prutové sustavy
" o
LF i
A i
“ SIS r s a Y j 3
A, o S LELL F 3
b Y LW - FFPFF —n
Ny W 2 RV g
| S () o5 ¥
M, ) I r.y F; | A ] -~
N 4 A 4 B I B ;o
N e [ 1 1105105010 1 7 F 3
N, [ 1/ J A VA A N L |
N [ 1 J PR VA VA P P Fi Y
“ e, | o= £ A Y T |
Y [ | ZA ] ol R %
L e A = 70 el WY . |
“ e, [ £ % E= -4 AN — i
. “ | s Ty | o %
T A e | AELEE i
By 1% ' | by R ol [}
Il L o =R
s | il ) ' A . L OA
A qe - Sy 1= Fy
£ 1 iy gy
oS LT
=1 =B I |
abt, 2.21
b2) nosniky
1=-1° i=-1¢ 1= -2°
A C B 44 B A B
777 7777 s d
obe. 2.22
b3) lomené nosniky a zakrivené pruty
i=-3° g
B
i=-2°
i=-1°
T A
7777 A
obr, 2.23

Poznamky:
Staticky urcité ulozenie zabezpecuje stabilné (tuhym pohybom nepohyblivé) upevnenie telesa.

Pretoze vdzbové reakcie mozno urcit’ zo statickych podmienok rovnovéhy, rieSenie staticky
urcitych uloh je jednoduché. Ako uvidime neskor, najviac¢Sou vyhodou tohoto ulozenia je, ze
teplotné namahanie vyskytujice sa v silnopradovych a energetickych zariadeniach
nespdsobuje vznik dodatocnych vnatornych sil, ktoré mézu sposobit’ mechanické poskodenie
konstrukcie. Staticky urcitd konStrukcia je vSak tuhostne poddajnejSia (vykazuje vécsie
mechanické deformacie). Staticky neurcité (preurcene) ulozenie spravidla vystuzuje
kons$trukciu. Na staticky vypocet vSak nepostacuju len statické podmienky rovnovahy, ale
podla stupnia statickej neurcitosti je ich nutné doplnit’ o tzv. deformacné podmienky. Staticky
vypocet tychto konstrukeii analytickymi metddami je preto obtiaznejsi. Pouzitie numerickych
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metdd (napr. metdéda konecnych prvkov - MKP) vSak tento problém odstrafiuje. Teplotné
namahanie (elektrické teplo, slnecné ziarenie, hortice pracovné médium) vsak predstavuje aj z
hl'adiska pevnosti konstrukcie nezanedbatel'ny nepriaznivy faktor.

2.4 SPECIALNE PRIPADY STATICKEJ ROVNOVAHY

Dokonalé tuhé teleso ulozené staticky urcito, resp. neurCito (preurcene) sa pri zat'azeni
akymikol'vek vonkaj$imi silami nepohybuje. Vonkajsie sily su s vdzbovymi reakciami v
statickej rovnovahe. Existujii v8ak vynimky z tohto pravidla. Tato vynimka je spOosobena
Specialnou vonkajsou silovou sustavou, resp. Specialnou kombinaciou vonkajsich vézieb.

a) Rovnovaha staticky poduréene uloZeného telesa

Teleso moze byt v statickej rovnovahe v pripade n <r » i =n-r > 0° vtedy, ked’ vyslednica
vonkajsich sil pdsobi tak, ze médze nastat’ statickd rovnovaha medzi fiou a vyslednicou
vizbovych reakcii. Tento stav mozno dokumentovat’ nasledovnymi prikladmi:

al) pripad uloZenia: n = 3°;r=1°;i=2°

Telesu zostali v rovine dva stupne vol'nosti. Vyslednica vonkajSich sil a vizbova reakcia lezia
na spolocnej nositel’ke, pri¢om plati: R =- A

vizha 4+ vianbecont

rhea e | .
j RS L . i talriate £ LG PFULIARILL I ]-a Ha
loberajica riklad guid L
jeden A P podlozke
stupen teleso
volnosti
(= -A
(= -A
/// V4 vlastni /// ////
t1aZ telesa A
obr. 2.24 obr. 2.25 obr. 2.24

a2) pripad ulozenia: n = 3°; r=2°;i=1°

Teleso ma odobraté dva stupne volnosti pohybu dvoma prutmi, alebo dvoma bodovymi
stykmi, pricom nositel’ky vdzbovych reakcii A a B sa pretinaju v bode C. Ak vyslednica
vonkajsich sil R prechadza tym isty bodom, potom plati silova rovnica rovnovahy R+ A + B
+...=0 ateleso je v statickej rovnovahe.

Sily A, B a R tvoria centralnu rovinni rovnovaznu silovu ststavu.

Ry

~L,

obr. 2.27
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2)

b) Staticka nerovnovaha staticky urcito, resp. staticky neurcito (preurcene) uloieného
telesa.

V dosledku nespravnej kombinacie vizieb je ulozenie telesa nestabilné (teleso sa moze
pohybovat). Zle zvolené vazby neplnia svoju funkciu - nazyvaju sa pasivne vdizby.

bl) pripad ulozenian = 3°;r=3°,;i=0°

Teleso je uloZzené staticky urcito tak, Ze nositel’ky vazbovych reakcii A, B a C sa pretinaji v
bode C. Ak vyslednica vonkajsich sil R ide mimo bod C, teleso sa moze okolo bodu D
virtudlne pootocit.

Plati: R+A+B+CH+---=0
aviale D=0

V/

N

G

loZisko

obr. 2.29

hriadel

obr. 2.28

Pridanim d’alSej pasivnej védzby sa situdcia nemeni. Prikladom je uloZenie hriadel’a to€ivého
stroja v lozisku. Pasivne védzby su cez sty¢né plochy hriadela a loziska, vplyvom vyslednej
elektromagnetickej sily sa rotor v loZisku ota¢a. Specialne pripady uloZenia sa viak vyuzivaju
pri konstrukcii mechanizmov vykonavajucich predpisany pohyb (napr. pohony, roboty,
mechatronické systémy, ...).

Poznamka:
Vizby treba volit' tak, aby vznikla stabilnd rovnovaha, t.j. aby nenastal pripad Specialnej
rovnovahy. V opa¢nom pripade kazdd zmena vonkajSich sil sposobi tuhy pohyb konStrukcii,
ktory je pri statickych systémoch nepripustny.
2.5 VYPOCET VAZBOVYCH REAKCII STATICKY
URCITEHO ULOZENIA

Postup vypoctu vazbovych reakcii staticky urcitych pripadov ulozenia:

Odstranime vSetky vonkajSie vizby a nahradime ich vizbovymi reakciami. Véazby vkladdme do
uvolnenych bodov v smere odobratého stupna vol'nosti, resp. v smere osi zvoleného vztazného
suradnicového systému, a orientujeme ich kladne, t.j. kladné vézbové sily su orientované v
zhode s orientaciou osi suradnicového systému a kladny vdzbovy moment v zmysle pravidla

pravej ruky.

Pre uvolnené teleso zostavime statické podmienky rovnovahy (pre priestorovt tilohu 6 rovnic,
pre rovinni ulohu 3 rovnice), z ktorych vypocitame vSetky védzbové reakcie. Ak z rovnic
rovnovahy dostaneme vézbovu reakciu s kladnym znamienkom, potom v skutocnosti posobi v
tom zmysle (orientdcia), ako sme ju do statického systému vlozili. Ak vizbovu reakciu

dostaneme so zapornym znamienkom, v skuto¢nosti pdsobi v opacnom zmysle.
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Pozndamka: - Skusku spravnosti vypoctu viazbovych reakcii treba vykonat’ pomocou d’alSej rovnice
rovnovahy (napr. momentova podmienka rovnovahy k inému l'ubovolnému bodu
telesa).

-Pri rovinnych ulohach sa doporucuju pouzivat prednostne momentové podmienky
rovnovahy k bodu, kde posobia viazbové reakcie, a silové rovnice rovnovahy treba
pouzit’ na skusku spravnosti vypoctu.

Priklad & 2.1: Treba urCit védzbové reakcie v upevneni ramena stoziara vn ulozené¢ho a
zatazeného silou F podl'a obrazka.

Upevnené teleso ramena Uvol’nené teleso ramena s vloZenymi
védzbovymi reakciami v kladnom zmysle
e

I

1
o

obr. 2.30 obr. 2.31

Statické podmienky rovnovahy (rovinna tloha)

Pre tri nezname reakcie treba napisat’ tri rovnice rovnovahy.

Momentova rovnica rovnovahy k bodu 4 (momenty vsetkych sil tocia okolo osi z, kolmej na
rovinu papiera):

0 Y Mu=0. -Fi-Ba=0 = B --rl

3

Momentova rovnica rovnovahy k bodu B:

2) T My=0 -Fl+da=0 = A=rl__p

3

4

Silova rovnica rovnovahy v smere osi y:
) ZFiyzﬂz -F+8,=0 = B,=F

Skuiska spravnosti: D=0 A+8,=0 = 0=0
S M=0 —BJ-Ba=0

s

—FE—[—FE};::D = 0=0

)

Vizbové reakcie st vypocitané spravne. Reakcia B, mé v skutocnosti opacnu orientaciu, ako
sme predpokladali.
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Priklad ¢ 2.2: Treba urcit’ vizbové reakcie v uchyteniach izolatorov na rameno stoziara.

Skutoény systém Staticky systém Uvol’neny staticky systém
- El

F
F
obr. 2.32 obr. 2.33 obr. 2.34
Na vypocet viazbovych reakcii mozno pouZit’ tieto tri rovnice rovnovahy:
L > FA,=0 A =0 Skuska spravnosti:
= 7 D R,=0 A+E-F=10

3 S My,=0. ch—F%:D = B=

Priklad ¢.2.3: Treba urcit’ vizbové reakcie v ulozeni votknutého nosnika.

Uvol’neny sytém

/ —
/i ¢ ¥ }’[ “*“_l _/ 4B
F1 LA, F1
U S DR : B X U SN D I
- f=1lm _
obr. 2.35a obr. 2.35b

Rovnice rovnovdhy:

L > My,=0 Flf—qfé—F2a+MA:D
;2
Mﬂ=—ﬂf+q§+FEa
2y P F,=0. A4 =0
3 PF,=00 A-F-gl+F=0
A, =F+gl-F
Skuska spravnosti: {
Ma=0 . M, -A4l+FEb+g/—=0
Z i A "4}- 2T g 5

po dasadent . 0=10

Pozndmka: Ak na teleso pdsobi vacsi pocet roznych vonkajSich zat’aZzeni, skuto¢nti orientaciu
y 5
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vizbovych reakcii mozno urcit’ az po dosadeni konkrétnych hodnot vonkajsich sil.
Ak napr. F; =F,=F=1000 N a g = F/l potom:

4
My=—m+ Tl i pl oLl <o
P22 2 2

%:F+§£—F:F:IDDDN

4,=0
Priklad €.2.4:  Trepy urgit viizbové reakcie v upevneni stipa pouli¢ného osvetlenia zatazeného
podla obrazku (F; - tiaz svietidla, G; G, Gj3 - vlastnd tiaz Casti stlpa, g - sila

vetra).
Uvol’neny systém
q ) f_‘ﬁT ‘\\,
Sl e 17N
A el N | 7 ey
w ™ v |
o ‘ GI "_:E‘q +
= b Fi -
¢ ¢
= n (13
!lGJ -
- =4 -
= ‘\ A
- N fa 0,
A ]
R A-...__ Ma
obr. 2.36a 71 obr. 2.36b

Podmienky rovnovahy: ) S My=0. -Fe-Gp-Ga —qﬁzg+Mﬂ _ 0

ﬂ»fﬂ:hlc+Glb+Gga+q§
2} DF, =00 A +gh=0
A =—gh
3B D F,=00 A-F-G-G-G=0
A=R+G+E+G

Priklad €.2.5: Tyehy yréit vizbové reakcie v uchyteniach vodi¢a vn, zataZzeného vlastnou tiazou
sustredenej do t'aziska vodica.

31



4 . k
Ao A a PR ! -lr-"l\" I H. &
nara | A = I =T
LY I o v/ A I ol
F oA ! oy S A ! = .
i | e ey U, - | o
R SO I | T A . I e
e S S ¥ Ax e R ",
_-““}—— L _ﬂ‘}”—— LFX
i i
I I
I I
[ I
Il'_r Il'_r
L X1
| ]
1 ¥ T ¥ T
- B L - I - | L - '
obr. 2.37a obr. 2.37b
Statickd urcitost: i=n-r=3-4=1° » tlohaje 1-krat staticky neurgita.
Podmienky rovnovahy: e N
v M, =0 —-G-+E8)=10
< et il 2 -
if
B ==
r —
&
bR =10 _n d 80 N
-5-__.' .-“r.'ll:_i?_:_u JjITLJx.—U
A =-E5
3 D E,=0 448, -0=0
LAl » Sy
it
A, =B, ==
L F 2

Velkost reakcii 4, a By je zavisla na tzv. vnutornych silach, ktorych vypoctom sa budeme
zaoberat’ nekdr v rdmci pruznosti a pevnosti materialu. Statické podmienky nepostac¢ujii na

vypocet viazbovych reakeii pri staticky neur¢itom uloZeni telesa.
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Ucebny ciel kapitoly

Po prestudovani tejto kapitoly by ste mali ovladat’:

e Rovnovahu ststavy hmotnych bodov

e Riesit’ prutovku ako stistavu hmotnych bodov

e Rozdelenie prutovych sustav

o Staticku urcitost’ prutoviek

e Metddy statickej analyzy pratoviek

3.1 ROVNOVAHA SUSTAVY HMOTNYCH BODOV

Hmotny bod

je v statickej rovnovahe, ked’ vyslednica sil pdsobiacich na hmotny bod je rovna nule.

¥ Rovnovahu hmotného bodu moZno
Fi Fa vyjadrit’  statickymi  podmienkami
rovnovahy:
A X Z E =0
i=1
7 ‘ F2
abr. 3.01

Skalarny tvar (zlozkovy) rovnic rovnovahy je:
a) v priestore b) v rovine
=0 2 F=0
> F,=0 > R,=0
38, =0

Sustava hmotnych bodoy
(tvorend dvoma a viacerymi hmotnymi bodmi) je v statickej rovnovahe, ked je v statickej

rovnovahe kazdy bod ststavy. Napr.: pre sistavu troch hmotnych bodov plati:
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jrs r
& | = 5
N s ~ H T _n
o a7, A L;n=U
F N ke rd o i
Fad Yl 4 +F 1=
rd ™ F Fal a
rd F Y - P b
A &, ~ # bo =T N
ot - L/ S A — W
L L — I
e -.!'E
P ‘f
- I T staticlcé ﬂf:udrmF-ﬂLrv ToOVnoOwa _h
I X — 5 | i
// Tif r T, WO VE!E’IOI’OVOI‘H frate
P L
~Z

I T
DT, >

Eownice rowvnowahy v skalamom tvare:
TFa=0  TEa=0 D=0
ZE::B:D ZF@B:D ZFMZD
Z o =1 ZF@C:D ZFW:D

3.2 PRUTOVKA AKO SUSTAVA HMOTNYCH BODOV

Prutova sustava vznikne spojenim viacerych prutov (ty¢i) v spolo¢nych bodoch - sty¢nikoch.
Prierezova plocha pritov moze byt rozna a po dizke prita je spravidla konstantna. Za
predpokladu, Ze styéniky predstavuju rotaéné kiby bez trenia, prity prendsaju len osovu
vnutornu silu. Tento predpoklad je vyhovujuci, ak dizka prita v porovnani s jeho prierezovou
plochou je vyrazne prevazujiicim rozmerom prata. Potom je mozné skutocné spojenie pratov
(skrutkovy spoj, zvarovany spoj, nitovany spoj, a iné) povazovat’ za tzv. idedlne kiby.
Priklady pratoviek: stoziare Vn, osvetlovacie veZe a rampy, nosniky a stipy v rozvodniach a
transformacénych staniciach, anténne systémy, a pod.

a) spojenie troch prutov

v stycnik A
ol Aé‘?% o \/

B s
- R\\me}’
|
|

+

me:uhammky @

® SP{JJ ema

obr. 3.3 obr. 3.4

PRIl
ol
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b) spojenie Styroch prutov

Vo
S (O
34
@
®
i
obr, 3.5 obr 3.6

Mechanicky model rovinnej prutovej sustayvy
Rovinna priatova sustava: vSetky pruaty 1 vonkajsie sily lezia v jednej rovine. Prity predstavuja
vnutorné vazby medzi sty¢nikmi (hmotnymi bodmi).

O

vonkajdie
viizby

g

Predpoklad pre zat’aZenie

Prutovka je zat'azena len ststredenymi silami s pdsobiskom v sty¢nikoch. Spojité zatazenia,
ako je vlastnd tiaz, sila vetra, tiaz namrazy atd’., je preto potrebné ekvivalentne
pretransformovat’ do sustredenych sil posobiacich v sty¢nikoch.

obr. 3.7

Predpoklad pre pruty

Pruty predstavuju vnatornt vdzbu medzi dvoma hmotnymi bodmi - sty¢nikmi. Tieto vdzby
odoberajii hmotnému bodu jeden stupent vol'nosti pohybu v smere osi pruta. Ak odstranime
vnutorné véazby medzi hmotnymi bodmi, musime ich nahradit vnutornymi vazbovymi
reakciami, ktoré sa nazyvaji osové sily v pritoch a oznacuji sa pismenom P; , kde i je ¢islo
pruta.
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Predpoklad pre osové sily v prutoch

Pruty sustavy st namédhané osovymi silami na tah, alebo tlak. Ich velkost’ a orientacia je
zavisla na geometrii pratovej sustavy, zatazujucich vonkajSich sildch a ulozeni prutovky
prostrednictvom vonkajsich vézieb.

Kladné osova sila (tah) je orientovana von z mysleného rezu pruta, resp. von zo sty¢nika.
Zéaporna osova sila (tlak) je orientovana v zmysle do mysleného rezu, resp. do sty¢nika.

— il
e barres L A IR T F
—~ '\ El.j"\.rlllh. 1 — — . _ — bl_f\rlllh. 13 !
. \ | S s nIut s ¥ | & F X
A P %, -— — [ I [ il _ I o A
Bl s — — T | L } ] |
o L J A ] fr e ol f
4 h ? o k.
W | [ P Lladad ffahmudt oila L1
—, 1 TNYSLENLY IS DL AT VA F SELda 1
" M o .
tedne za stvémkom R sk
obr 3B
— il &
e F
- Ty [ — — — I
. F P - ;s P P F .
A P L— - [ [ —r— - o A
F1 R e T |~ - | ] |
o { J A ] fr e ol f
4 ! ? o1 k.
W hrvarrrd Sl ol ™ oila L1
_\‘ FEd L LLCL \.I.I.-i’.l.l'.\.\_l'\'-l'.l.; LLLL l
et ~ B—

Odstranenim pratov a ich ndhradou osovymi silami (pri vypoctoch budeme vzZdy
predpokladat’ kladnu osovt silu v prute), ako aj odstranenim vonkajsich vézieb a ich ndhradou
vonkaj$imi vizbovymi reakciami, dostaneme sustavu hmotnych bodov v rovine:

Sustava hmotnych bodov

Ex E P4 Pa D P P4

Ps P

obr. 3.10

Tato sustava je v statickej rovnovahe, ak je v rovnovahe kazdy hmotny bod, t.j. ked su
splnené statické podmienky rovnovahy (Vektorove rovnice):

> F,=0 : A+P+P,+F =0
>'F;=0 : P+P,+P, =0
2 F=0 : B+F+F=0
>'F,=0 : P,+P+P,=0
> F;=0 : E+E +P,+P =0

36



Ak tieto vektorové rovnice rovnovahy rozpiSeme do zlozkového tvaru, dostaneme desat
skalarnych rovnic pre vypocet desiatich nezndmych sil (7 osovych sil Py az P; a troch
vizbovych reakcii Ey , Ey a A).

3.3 ROZDELENIE PRUTOVYCH SUSTAV

Podla geometrie prutovky a jej zat'azenia rozoznavame:

a. jednoosové (jednorozmerné) prutovky
b. rovinné prutovky

c. priestorové prutovky

Jednorozmernd prutovka
obsahuje pruty s paralelnymi osami, pricom zat'azujtce sily pdsobia v smere osi prutov.

iy ~
> 5
c! Iy -.-"' D F'I
= ¥ F_ =5
A s =
r 2 s
/ # j . i o F3
B F
2
e I - - - 5 o

obr. 3.11

Ak dizka jednotlivych &asti tiahla na obr.3.11 je dominantnym rozmerom oproti ich

prierezovej ploche, potom ju mozno nahradit’ mechanickym modelom jednoosovej prutovky
(obr.3.12).

53 pesr
a>c S"\ E S2.. E D Flﬁ-'_ N
A E
A K 1%
obr 3.12

Pruty, sty¢niky i1 vonkajsie sily rovinnej prutovky lezia v jednej rovine.

SO ¥ I S N

o

a>c O
L Nl

F: Fi

obr. 3.13
Pruty, sty¢niky i vonkajsie sily priestorovej prutovky su vSeobecne rozptylené v priestore.
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Specialne priestorové pritovky, ktorej prity lezia vo vzajomne na seba kolmych rovinich
mozno rozlozit’ na rovinné prutové sustavy. Praty v kazdej z rovin sustavy prenasSaju silové
ucinky sil leziacich v tej istej rovine. Tym mozno rieSenie Specialnej priestorovej pratovky
rozlozit’ na rieSenie viacerych rovinnych uloh. V d’alSej Casti ucebnice sa budeme zaoberat’
vyluéne rovinnymi prutovymi sustavami.

3.4 STATICKA URCITOST PRUTOVIEK

Staticka analyza rovinnych prutoviek zavisi aj od statickej urcitosti tllohy. Pri pratovkach
rozliSujeme medzi vonkajSou a vnutornou statickou urcitostou. Pratova sustava je staticky
urcita, ak je staticky urcitou sustavou tak po vnutornej ako aj po vonkajsej stranke. V
opacnom pripade pdjde o staticky neurcitu (preuréenu, resp. poduréent) prutovku.

Vonkajsia statickd urcitost’ i,, je zavisla od poctu odobranych stupiiov volnosti celej prutovky
(ako jednému telesu) vonkajSimi vizbami, a vypocitame ju podla vztahu i,, = 3 - n, kde n je
pocet stupniov volnosti pohybu odobratych vonkajS$imi vézbami. Pratovka je uloZena po
vonkajsej stranke staticky urcito, ak 7,, = 0. V opatnom pripade ide o staticky neurcité
uloZzenie. Z hladiska statiky prutovky je nutné odobrat’ minimalne tri stupne volnosti
aktivnymi vézbami.

Vnutornu staticka uréitost’ mozno stanovit’ zo vztahu: i,,=3p - 2(nk, + ... + 4ky + 3k; + 2k, +
k; ), kde p je poCet pratov sustavy, k, je pocet stycnikov urcitého typu:

k; - jednoduchy sty¢nik - v sty¢niku sa spajaji dva pruty

k> - dvojnéasobny sty¢nik - v sty¢niku sa spajaji tri praty

ky - n-ndsobny sty¢nik - sty¢niku sa spaja (n+1) pratov

Rozli8uju sa tri iyy=3 - staticky urcita uloha
pripady: i,n<3 - staticky neurcita (preurcend) tiloha
iyn>3 - staticky neurcitd (podurcend) uloha t.j. pratova sustava je
vnutorne pohybliva (je mechanizmom)

Rovinna pratova ststava je staticky urcita, ked’ i,,=0 a i,,,=3.
Ak je pritova sustava staticky urcita, na vypocet osovych sil a vonkajsich vizbovych reakcit
postacuju statické podmienky rovnovahy. Teplotné namahanie, poddajnost’ vonkajsich vizieb
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ako aj vyrobna nepresnost’ nespdsobuju na rozdiel od staticky neurcitych uloh vznik
vnutornych sil a vézbovych reakcii. Pri staticky neurcitych pratovkach musime statické
podmienky rovnovahy doplnit’ deformacnymi podmienkami. Velkost osovych sil v staticky

neurcitej prutovke je teda zavisla aj na velkosti prierezov jednotlivych prutov.

Priklad:
Vypocitajte statickt urcitost’ prutoviek podla obrazku.
A d 3 c A d 3 c A d 3 c
Ay ot A~y o A~ A
VP AN . A . by Pl (N e
a0 a a0 Vg
s AN - 7 AN i
AN I AN 4
I N, = I I N
41 N - 41 - 4l N -
all "\ 2 T 2 all N 2
I “ I I 7N
I “ I I 7 8
I \ I 1 “
Al 1 e Al 1 Al 1 e
Ak L \ Ak L | Ah LS |
Al > 0 AL> O Al 4
A o 1 [ A o 1 [ A o 1 [
__"/II L 1 L _"'_'/II L 1 r _"/II L 1 Lr
gbr. 3.15 obr 3.16 gbr. 3.17
Ivo=3-2-1=0 ivo=3-3=0 ivo=0
In=3.5-2(2.2+2)=15-12=3 In=3.4-2(4)=12-8=4 in=3.6-2(2.4)=18-16=2
- staticky urcita uloha in>3 in<3
- prutovka je pohybliva - staticky neurcitd tloha (jeden
(mechanizmus s jednym [krat)
stupiiom vol'nosti pohybu)

Pravidlo:
Rovinnéd prutovka je po vnutornej stranke staticky urcitd, ak jej tvar je tvoreny spojenim
prutov do trojuholnika.

ot

staticky
urcita
pratovka

obr, 3.18
3.5 METODY STATICKEJ ANALYZY PRUTOVIEK

Metodami statiky mozno riesit’ len staticky urcité pratové sustavy. Tymito metdédami mozno
ur¢it’ vonkajsie vizbové reakcie a vnltorné sily v pratoch. Na vypocet deformacie prutoviek,
a tym aj na analyzu staticky neurcitych uloh je potrebné pouzit’ vztahy z oblasti pruznosti a
pevnosti materidlu. V d’alSom sa preto v ramci statiky budeme zaoberat’ rieSenim len staticky
uréitych pratoviek. Ciel'om rieSenia bude vypocet statickej urcitosti, vonkajsich vizbovych
reakcii a osovych sil v prute. V d’alSich kapitolach sa budeme zaoberat’ vypoctom deformdcie
pratoviek ako aj rieSenim staticky neurcitych tloh.

Metddy rieSenia pratoviek sa vSeobecne delia na:
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a. analytické
b. vektorové (grafické)

c. numerické (pocitatovo orientované)

Kazda skupina tychto metéd obsahuje viacero konkrétnych postupov rieSenia. Nastup
pocitacov urychlil prudky rozvoj numerickych metéd mechaniky. Prednosti numerickych
metdd, napr. metoda konecnych prvkov (MKP), posunuli do izadia v minulosti vel'mi ¢asto
pouzivané grafické metoddy (napr.Cremonov plan, Wiliottov plan, atd’.), ktoré sa v sicasnosti
takmer prakticky nepouzivaju. Kvoli fyzikélnej podstate problému uvedieme v d’alSom dve
najpouzivanejsie analytické metody rieSenia statiky pratovych suastav, a sice stycnikovii a
priesecnu metodu. Tieto metddy mozno vyhodne pouzit’ na kontrolu vysledkov ziskanych
pocitacovo orientovanymi metddami.

3.5.1 Sty¢énikova metoda

Princip metédy

vychddza z podmienok rovnovahy sustavy hmotnych bodov. Hmotny bod = uvolneny
sty¢nik, v ktorom pdsobia zname vonkajsie sily a vonkajsie vizbové reakcie, ako aj nezname
osove sily sty¢nikom spojenych pratov.

1. Odstranime vonkajSie vizby a z podmienok rovnovahy celej pratovky vypocitame
vonkajSie viazbové reakcie

2. Z podmienok rovnovahy sil uvol'neného stycnika vypocitame nezname osové sily.

Pozndmka:
Pri rieSeni rovnovahy vychaddzame zo sty¢nika, v ktorom pdsobia vonkajsie sily (alebo zname
vonkajsie reakcie), a maximalne dve nezname osové sily.

Priklad:
Vypocitajte staticku urcitost,, vizbové reakcie ako aj osové sily v pritoch.
Dané je: sila F, uhol e, rozmery j, [

a) staticka urcitost
ivp=3-3=0

in=3.3-2(3)=3

- prutovka je staticky urcita
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b) vonkajsie vizbové reakcie Ry
S F,=0. B,-F=0 —= B, =F B -
s T Y ¥ ¥ Dxy h :
—_— . i
i —~— - I
SAML. =0 Ah_ Fl=0 — A=fF> ~— 2 [
./_‘Lum LT <L Fe L7 e - s A N "-..-_ I r
2 T 1
—~— L
i e w
=1 1 N k2] A _ no_ oa_ @t 3 ot . ¥
> FE =0 E +A=10 —= B =-A=-F— = | —
pra— } o A A L‘ T -‘AJC
e ”1 __f‘--
. i
i
——
—
Y a4 o
P
— = ohr 320
c) osové sily 1¥
rovnovaha sty¢nika c:
> E,=0 —Fcose— Roosa=10
B=-FE=F
2 E, =0 —F4+Rane—Rsne=0
—F+2Psne=10 x
F
P=_" -p=--P
23in o
rovnovaha sty¢nika a:
> F, =0 E+Hsne=0
: F
E=-Fane=+—
2
2 E, =0 A+ Rcose=10
/ COS e
FL-rZF oy x
i 2sin e A
" DO 6 !
Pricom: ootz or= — =— obr 3.22
sings k2 T
[y F r .
Zaver A=—— — v prite je tlak
281 o
F e
B=+— — ¥ pnite je tah
281 e
F o
E=+— — W prite je t'ah
&
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Priklad:

Vypocitajte osové sily v prutoch. Dané je: F, /.

a) staticka urcitost:

ivo=0, i,,=3.5-2(2.2+2)=3 - pratovka je staticky

uréita

b) vonkajsie vizbové reakcie:

SR -0 0n-—F
2 F,=0 D=1

= 1 xr s d )
FOoA. . =L M=

TR

ZE,{:D D =-A=-F

¢) osove sily:
rovnovaha sty¢nika ¢
> F,=0. B=0

S F,=0: B=-F

rovnovaha sty¢nika a

2 F.=0: FE+A4=0
B=—A=-F

DE,=00 F=0

—
K
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PR | " [ ]
F 7 3 1
L et O -
R ol % v
A Y
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obr. 3.24
F
Pa !
fud
P:
obr. 3.25
P4
A | 41
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a
obr. 326
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rovnovaha sty¢nika b

i
= 1 T S ™ ™ s ..
y Fo=0; —F—-—Ffcosm=10 - I
ed! X 1 a ‘ |
_ ™, |
F= — Y ]
o _ 1 _ . fog - T | T¥
5= =Tyl Py [ &=
- Coos e TN |
ol I
=1 1 o ) b} e O™ |
o, = W AT i COsE= L ol T |
! ¥ - = _ |l \_l
- - - -]
=S cosm=—4H ™. b
3 5 Il
obr. 3.27
d) zhrnutie vysledkov
Prut ¢islo Osova sila P;
1 -F
2 -F
3 0
4 0
|
5 J2F

Najviac namahany (na tah) je prut ¢.5

Poznamka:

Pratom, v ktorych je nulova sila sa hovori nulové pruty. Aj ked’ tieto pruty nie si namahané
pre dany zat'azovaci stav, musia byt v pratovke pritomné, pretoze drzia tvar pratovej sstavy.
Pripady nulovych pratov (nulové praty su oznacené Sikmou Ciarou):

- dva pruty spojené v nezataZzenom sty¢niku

obr. 328
- dva pruty zat'azené silou leZiacej na osi niektorého pruta
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obr. 3.30

3.5.2 Priesec¢na metoda (Ritterov rez)

Princip metédy

vychadza z momentovych podmienok statickej rovnovahy telesa, resp. jeho jednej odrezanej
Casti myslenym rezom cez maximalne tri prity nepretinajuce sa v jednom bode. Vlozené
osov¢ sily musia byt v rovnovahe s vonkajSimi silami pdsobiacimi na odrezanli Cast’
pratovky. Momentové podmienky rovnovahy odrezanej Casti prutovky treba pisat’ k bodom,
ktoré s priesecnikom osi dvoch prerezanych pratov. V niektorych tlohach takato moznost
neexistuje, v takom pripade treba pouzit’ silové podmienky rovnovahy.

Priklad: Vypocitajte sily P;, P; a Ps, ked je dané: F=5kN,a=3m

a) staticka urcitost: a F
ivo =0 i,, =3 - pratovka je staticky urcita
¢ 2

b) vizbové reakcie: N
DR =00 A=0 mysleny rez
ZM’H=D: Fla—Ba=0 a

B=2F
2 8,=0 Aa+Fa=0 A, 4 I

-
4=-F A
4

¢) Skuska spravnosti: Ay B
2R, =0 A+B-F=0 4

0=10

obr. 3.31

d) osove sily:
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Pratovku rozrezeme myslenym rezom na dve Casti. Osové sily P;, P3;, Ps mozno vypocitat’ zo
statickych podmienok rovnovahy jednej z odrezanej Casti (treba si zvolit’ jednoduchSiu Cast’
pratovky). Tu je vyhodnej$ia prava Cast’ pratovky, do rezov vlozime kladné osové sily.

Z momentovej podmienky k bodu C, v ktorom
sa pretinaju nositel’ky sil P; a Ps mozno ur¢it’
silu P 1-

S M, =0 -Fa-F

s - . - - .ﬁ -
—_ i 1£1
s
— )
i LT
1
ra
1
= a1 g 01‘11’!’ -D L = A C‘1‘1“|N
SLAMEN G SNY S0 By =4 i
-D —F =L I ')
Sonn g

Z momentovej podmienky rovnovéhy k bodu b
mozno uréit’ silu P;:

T e B sl Do — 1
o A =0 SdTig Be=u
i
S
E=F_
:' -
F

Famenosly po=p =asine

Ked’ze sily P; a P; sa pretinaju v nekonecne,
na vypocet sily Ps musime pouzit’ rovnicu
rovnovahy sil:

ZF!-J, =0 —-Rcose—Rang—F-F=0

F=F+FRcosp+ R cosm=—-F

Zaver:

. =

—-I-————.

;
/
s
’l.i"'

R
™

obr. 3.32

Praty ¢.1 a 5 su tlacené, prut €.3 je namahany na t'ah silami:

N

Pl:—?Fi—B,ﬁBﬂﬂ:N . B =3035EN
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Priklad: Vypocitajte silu P,. Dané je: F, h

a) staticka urcitost’:

ip=3-2-1=0

b =3.7-2(1.3+2.2+2.1) =3

- pratovka je staticky urcita

b) viizbové reakcie:

STE =0 4 =0

A R ¥

ZF!} =0 4 +5-F=0
A=F-F

D M,=0. B6h-F3=10

F
B:E:_ﬂ:|J

Eh‘h‘h‘zh
Ay

obr. 3.33
¢) osova sila Py:
Myslenym rezom cez pruty 2, 3 a 4 rozdelime teleso na dve Casti. Hladané osové sily ur¢ime
napr. z podmienok l'avej odrezanej Casti telesa.
Odrezand &asf pratovky:
- do rezov vlozime kladni
osovi silu

P2

3k Pa

P4

Ay B
obr. 3.34 obr. 3.35

Momentova rovnica rovnovahy k priesecnikom osovych sil P; a P3:
DM, =0 R 3h-A,3k=0

F
P_;:A}:E

Podobnym sp6sobom mozno urcit’ d’alSie pozadované osoveé sily.
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Priklad:

Vypocitajte osové sily P;, P4 a Ps v prutoch ramena stoziara vysokého napétia. Dané je: F, a,
b, &.

A E mysien ¥
b -
e I e -~
4 o T r
A T
£
! e '
| ¥ g, S
I 7 | &
b | - e -
I - T Z
[ P T
A L T 4
L. | " e A
AL - L Xl
¥ B e = . {3 L =0
e | 1 - B '
ﬁll L LI | - 1 I
|
, Fl
ol d I
wr
¥
L)

P P B 4
L. .0

Osové sily vypocitame z podmienok statickej rovnovahy pravej ¢asti pratovky.
D M=0 —Fla+tFp;=0

B=22
Ps
Fameno sily Akbodun [ p. =Z2asne
B
sif e
&
> M =0 —F..:;t+P3§:U
p_pl_
b otge
> M,=0 Fp,=0 obr. 3.37

=0 — pratcdjenulevy prot
Z geometrie a zat'azenia prutovky je zrejmé, Ze aj prut €.6 je nulovym pratom. Z rovnovahy
sty¢nika C potom vyplyva, ze P, = Ps, a z rovnovahy sty¢nika B vyplyva, ze P; = P;. Ked’ze
P,= 0, potom z rovnovahy sty¢nika D vyplyva, ze aj prat €.7 je nulovym prutom, teda P; = 0.
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Ucebny ciel kapitoly

Po prestudovani tejto kapitoly by ste mali ovladat™
« Co je obsahom predmetu "Pruznost’ a pevnost™, aké je jeho postavenie v odbore ESI.
« Co je to poddajné kontinuum.
« Cim st charakterizované vnitorné sily a mechanické napiitia.
e Princip metédy mysleného rezu.
e Ako je definovany vektor mechanického napétia, normalové a Smykové napitie.
« Co su to zakladné pripady namahania, a ako ich delime.
o Aké su zakladné zlozky deformacie a ich matematické a fyzikalne vyjadrenie.
e Pracovny diagram trhacej skusky, Hookov zdkon a modul pruznosti.
e Ako je definované priecne ziiZenie.
e Odvodenie vztahov pre energiu napitosti normalovych a Smykovych napéti.
e Odvodenie 1. Castiglianovej vety a jej fyzikalny vyznam.

e Na ¢o sluzi pevnostna podmienka, ¢o je to dovolené namahanie a miera bezpecnosti.

4.1 OBSAH A POSTAVENIE PREDMETU "PRUZNOST A
PEVNOST"

Predmet "Pruznost’ a pevnost™ sa zaobera rovnovahou deformovatel'ného (poddajného) telesa
a skima ucinky posobenia zatazujucich sil na poddajné teleso.

Mechanické suciastky strojov a zariadeni, prenasajuce u¢inky zat'azujucich sil, su zhotovené z
konStrukénych materidlov vyznacujtcich sa zakladnymi mechanickymi vlastnostami:

a. PruZnost’_materialu je schopnost materialu nadobudat, po preruseni pdsobenia
zatazujucich sil, svoj povodny tvar.

b. Pevnost’ materidlu je schopnost’ materialu odoldvat’ posobeniu zat'azujtcich sil bez
jeho porusenia.

Na rozdiel od statiky sa pruznost a pevnost zaobera prvkami konStrukcie, ktoré pri
vzajomnom posobeni na seba menia svoje rozmery a tvar. Tato zmena sa nazyva deformacia.
Hmotnému telesu schopnému sa deformovat hovorime poddajné teleso. Mechanické
vlastnosti pruznost’ a pevnost’ Uzko stvisia s u¢inkami zat'azujtcich sil na poddajné teleso.
Predmet Pruznost a pevnost skima odozvu deformovateného telesa na pdsobenie
zatazujucich sil. Po zostaveni matematického modelu dané¢ho konStrukéného prvku je jej
cielom navrhnut’ jeho optimalne rozmery tak, aby nenastala porucha materialu prekrocenim
jeho pevnosti alebo neprimeranou deforméciou.
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Obsah tejto Casti predmetu "Mechanika a Termomechanika" je zamerany na poznatky o
silovom posobeni a jeho G¢inkoch na poddajné hmotné body a telesa pevnej fazy. Obsahuje
aplika¢né vypoctové metddy na bezpecny navrh niektorych konstrukénych prvkov a systémov
silnoprudovej elektrotechniky a elektroenergetiky, s poukdzanim na mozné priciny
mechanickych portch a ich désledkov na bezpecnu a spolahliva prevadzku.

4.2 PODDAJNE KONTINUUM

Material konstrukénych prvkov mozno rozdelit’ do dvoch skupin.

a. kryStalické
b. amorfné

Krystalické materidly pozostavaju z velkého poctu malych zfn. Kazdé zrno tvori ststava
atoémov pravidelne v radoch rozlozenych, ktoré tvoria krystalicki mriezku. Naproti tomu
amorfné materidly nemaju pravidelne usporiadané¢ atémy. Ak by sme pristupovali ku
skiimaniu u¢inku zat'azujucich sil na poddajné teleso mikroskopickym sposobom, narazili by
sme na problémy spojené najmi so zlozitostou matematického modelu a s odliSnostami od
idedlneho krystalického zlozenia konS$trukénych materidlov (dané nerovnomernost'ou
krystalizacie, necistotami a vmestkami v krystalickej mriezke). Preto v pruznosti a pevnosti
abstrahujeme od skutocného zlozenia hmotného telesa - aplikujeme makroskopicky pristup.
Hmotné poddajné teleso budeme povazovat’ za kontinuum.

Koncept kontinua je odvodeny z matematiky. Povieme, Ze systém redlnych Cisiel je
kontinuum. Medzi kazdymi dvoma ur¢itymi ¢islami su iné ¢isla, vlastne medzi uvazovanymi
dvoma ¢islami existuje nekonene vela redlnych ¢isiel. Intuitivne, Cas moéze byt
reprezentovany tromi systémami realnych ¢&isiel x, y, z. Cas a priestor identifikujeme ako
Stvorrozmerné kontinuum. Rozsirenim pojmu kontinua na hmotu budeme hovorit’ o spojitom
rozdeleni hmoty v priestore. Hmotné teleso bude takto pozostavat” z hmotnych bodov, z
ktorych kazdy obsahuje velké mnozstvo elementarnych cCastic (atdémov, elektronov). Koncept
materidlneho kontinua je matematickou abstrakciou (idealizdciou) redlneho sveta a je
aplikovatel'ny na problémy, v ktorych jasnost’ Struktury sa moze zanedbat’.

4.3 ROZDELENIE SIL POSOBIACICH NA PODDAJNE
KONTINUUM

Jednotlivé Casti konStrukcii v spojeni s inymi tvoria konStrukény celok, ktory je bud’ v pokoji
(napr. stoziar VN, zapuzdreny vodi¢, izolator, osvetl'ovaci systém, naddoba reaktora, atd’.),
alebo v pohybe (Casti to€ivych elektrickych strojov a pohonov, mechatronické systémy, atd’.).
Pritom prostrednictvom vzajomnych dotykovych ploch prenasaju sily na seba. Sily ktorymi
pOsobia ostatné Casti konStrukcie na uvazovanu suciastku, nazyvame vonkajsimi silami,
ktorymi sme sa uz zaoberali v statike.

Vonkajsie zatazenie mozno d’alej delit’ na frvalé a docasné. Trvalé zat'azenie pdsobi po cely
Cas prevadzky konstrukcie, napr. jej vlastna tiaz a pod. Docasné zatazenie len nejaky casovy
usek, napr. tiaz montéra na stoziari VN a pod. Podl'a charakteru pdsobenia mozno zatazenie
eSte rozdelit’ na statické a dynamicke. Statické zataZenie vzrastd postupne od nuly az na
vlastnu, menovitd hodnotu (napr. kratiaci moment elektromotora na hriadel’). Pdsobenie
dynamickych sil vznika spravidla v kratkej casovej peridde a pritom aj stciastky, na ktoré
dynamické sily posobia, si obycajne v pohybe.
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obr.4.1 Poddajné teleso

Na obr. 4.1 vidime poddajné kontinuum zat'azené silovou sustavou F;, F,, ..., F,. Teleso,
ktoré malo pred zataZzenim tvar vyznaceny plnou Ciarou, sa po zatazeni zdeformuje do tvaru
vyzna¢eného Ciarkovanou Ciarou. (Deformacia telesa je pre nazornost’ nakreslend prehnane
velkd. Vo vsSetkych kapitolach tejto ucebnice bude prijaty predpoklad nekonecne malych
deformacii.) Odozvou telesa na zatazujuce sily je jeho deformdcia. Ak zat'azujuce sily (akcie
aj reakcie) prestanu posobit’, pruznost’ materialu spdsobi jeho ndvrat do povodného stavu. To
znamena, ze v prvkoch konstrukcie vznikaju posobenim vonkajsich sil doplnkové vniitorné
sily, ktoré posobia proti usiliu vonkajsich sil porusit’ konstrukény prvok, alebo menit’ jeho
tvar. V dalSom budeme tieto sily nazyvat vmutornymi silami. Keby sme teleso chapali
mikroskopicky, atomy sa v mriezke udrziavaji vzajomne pdsobiacimi medziatdmovymi
silami. Vplyvom vonkajSich sil sa vzdialenosti medzi atommi menia (teleso sa deformuje), ¢o
je spodsobené zmenou vzajomne posobiacich sil medzi atommi. Analogicky pri
makroskopickom pristupe nachadzajia sa hmotné body v telese v rovnovahe. Ak zacneme
posobit’ vonkajSimi silami, hmotné body sa brania vysunutiu zo svojej rovnovaznej polohy -
vznikaju uz spomenuté vuutorné sily. Tieto vnutorné sily s, podobne ako pojem kontinua,
matematickou abstrakciou, ktoru zaviedli Cauchy a Euler.

Aby sa dal ¢iselne charakterizovat’ stupen uc¢inku vonkajsich sil na deformovany prvok, treba
vediet' vypocitat’ velkost’ vnutornych sil. Na to sa v pruznosti a pevnosti pouziva metoda
Jjedného alebo viacerych myslenych rezov. Vol'ba ich poc¢tu zavisi od zlozitosti rieSenej ulohy.

4.4 METODA MYSLENEHO REZU NA URCENIE
VYSLEDNICE VNUTORNYCH SIiL

Metoda mysleného rezu tkvie v nasledujticich uvahach:
Teleso na obr. 4.2 rozrezeme myslenym rovinnym rezom L na dve koneéné ¢asti A a B.

obr.4.2 Metoda mysleného rezu
Pdsobenim vonkajSich sil sa obe Casti telesa usiluji oddelit’ a udrziavaji sa pohromade
vzajomnymi vnutornymi silami pdsobiacimi medzi hmotnymi bodmi, ktoré st na oboch
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stranach mysleného rezu. Na obr. 4.2 su nakreslené¢ vyslednice tychto sil. Vnutorné sily
posobiace na cast’” A od Casti B a vnltorné sily posobiace na Cast’ B od Casti A sa podla
zakona akcie a reakcie sebe rovnajii (Cauchyho-Eulerov princip). Ak mé nastat’ rovnovaha
kazdej z odrezanych Casti, musia byt vnutorné sily pdsobiace na cast A v rovnovahe s
vonkajSimi silami posobiacimi na tto Cast’ a rovnako i na ¢asti B. Vyslednicu vnutornych sil
P nazyvame vektorom napdtia a ur¢ime ho zo statickych podmienok rovnovahy vonkajsich a
vnutornych sil a momentov sil.

4.5 NORMALOVE A TANGENCIALNE (SMYKOVE)
NAPATIE

Vnutorné sily st vo vSeobecnosti nepravidelne rozlozené po priereze, takze statické
podmienky rovnovahy nestacia na urcenie rozlozenia vnutornych sil v jednotlivych hmotnych
bodoch leziacich v rovine mysleného rezu. Zo statickych podmienok rovnovahy mozno uréit
len vyslednicu vnutornych sil.

Aby sme mohli lepSie porovnavat’ U¢inok vnutornych sil v réznych rezovych plochach,
zavadzame pomer vnutornych sil na jednotku prierezovej plochy, ktory nazyvame
mechanickym napdtim.

Vybraty hmotny bod si nahradime pravouhlym elementarnym hranol¢ekom, ktorého jedna
plocha sa nachddza v rovine rezu a jej velkost je &5, obr.4.3. Na tejto ploske pdsobi
elementdrna vnatorna sila &4 a s normalou k rezovej rovine zviera uhol ¥. Tuto silu

rozlozime do normaly a tangenty k rezovej rovine. Potom podla obr.4.3 plati:
M =AF cosp

AT =AP sing

obr.4.3 Pojem napétia

Limita pomeru vnatornych sil &8, &% ATk ploche £% sa nazyva napitie, jeho smer a
zmysel sa zhoduje so smerom a zmyslom vnutornej sily a ktorého rozmer je N.mm™ (MPa),
pripadne iné odvodené jednotky. Napitie budeme v d’alSom texte oznacovat’ pismenami nase;j,
resp. gréckej abecedy. Oznacenie p budeme pouzivat pre napdtie 'ubovolne sklonené k
vySetrovanej ploske, pismenom < budeme oznacovat normdlové napdtie, ktoré je kolmé na
rovinu rezu a pismenom © §mykové napitie, ktoré lezi v rovine rezu obr.4.3

Jednotlivé napétia su definované vztahmi:
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AF dF

=lim —=—
P a0 A S S
.M dN
F=lim —=—
a0 AS Y
AT dT
r=lm-—=——
as=0 AL AT

Normalovému napitiu priradujeme tiez znamienko, a to: kladné, ked’ zmysel sily &4 smeruje
von z plochy rezu, a nazyvame ho napitim tahovym. Ak je zmysel sily &4 opaény,
priradujeme mu znamienko zdporné, a takéto napitie nazyvame tlakovym. Na orientdcii
Smykového napétia obvykle nezalezi, ale len na jeho velkosti.

Iné napitie ako tahové, tlakové alebo §mykové na ploske 25 nie je myslitelné. Ich smer a

vel’kost zavisi od vonkaj$ieho zatazenia a od velkosti a polohy plosky &5 . Pri kazdom druhu
namdhania sa mozu vyskytovat’ iba tieto napdtia, a to alebo kazdé samostatne, alebo v
kombin4cii.

Z rovnic napitia je zrejmé, ze:

F= P COsq@ rT=panc =+
P e : £

4.6 ZAKLADNE PRIPADY NAMAHANIA

V bode C sme ur¢ili vyslednicu vnutornych sil pre rezovu plochu S. Tato vyslednica P je v
statickej rovnovahe s vonkaj$imi silami, pdsobiacimi na Cast’ telesa A obr.4.4

obr.4.4 Zlozky vyslednice vnutornych sil

Prelozme vnutornt silu P do t'aziska T plochy prierezu S a rozloZzme ju do stradnicovych osi
X, Y,z , z ktorych os x je kolmé na rezovu rovinu. Tieto zlozky vyslednej vnutorne;j sily st na
obrazku vyznacené Py, Py a P,. Aby tato transformacia sily bola ekvivalentna, treba k
prelozene;j sile P pripojit’ dvojicu sil, ktorej zlozky otacavého ti¢inku do suradnych osi su M,,
M,, M.. Tak sme dostali v tazisku plochy prierezu Sest’ zloZiek vyslednice vnutornych sil (tri
sily a tri momenty sil). Ak posobi v tazisku plochy S viac zloziek vyslednice vnttornych sil
ako jedna, hovorime o kombinovanom (zlozenom) namdahani. Ak poésobi v uvazovanom reze
len jedna z uvazovanych zloziek, hovorime o jednoduchom (prostom) namdhani. Podla toho
rozoznavame pat’ zakladnych (jednoduché, prosté, Cisté) pripadov naméhani: prosty t'ah
(tlak), prosty Smyk, prosté kritenie, prosty ohyb, a vzper.

52



4.6.1 Prosty t'ah (tlak)

O prostom tahu alebo tlaku hovorime vtedy, ak v myslenom reze pdsobi len zlozka
vyslednice vnutornych sil Py = N 0br.4.5¢. Najjednoduchsim pripadom t'ahového namahania
je tenka priama ty¢, konStantného prierezu namdhana osovou silou F obr.4.5b.
Najjednoduchsim pripadom tlakového namdhania je pripad podla obr.4.5¢. Pretoze v
myslenom reze pdsobi vyslednica vnutornych sil na normale k prierezu, pri tahu, resp. tlaku
vznikd normalové napitie © (+2 pre tah a -& pre tlak). Takto si namdhané napr. tycCe
(pruty) stoziarov elektrického vedenia, osvetl'ovacich ramp, vodice a lana, vystuze optickych
a inych kablov, izolatory a pod.

|

X
a) - b) c)
obr.4.5 Cisty t’ah, tlak
4.6.2 Prosty Smyk

O prostom Smyku hovorime vtedy, ak v myslenom reze pdsobia len zlozky vyslednice
vnutornych sil Py a P, obr.4.6a alebo len jedna z nich. Vysledna Smykova sila v danom reze je
dand vektorovym suctom obidvoch zloziek. NajjednoduchS§im pripadom Smykového
namahania je strihanie materialu obr.4.6b. Pretoze vyslednica vntitornych sil lezi v myslenom
reze, pri prostom Smyku vznikd Smykové napétie © .

obr.4.6 Cisty $myk

4.6.3 Proste krutenie

O tomto druhu naméahania hovorime vtedy, ak v myslenom reze zo vSetkych moznych zloziek
posobi len moment My = My, ktorého rovina pdsobenia je totozna s rovinou rezu obr.4.7a.
Najjednoduchsim pripadom namahania tohto druhu je kratenie tyce (hriadela) kruhového
prierezu obr.4.7b.
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obr.4.7 Cisty krut

Kruatenim st napr. namahané hriadele a osi to¢ivych strojov.

4.6.4 Prosty ohyb

O prostom ohybe hovorime vtedy, ak v myslenom reze posobi len moment My alebo len M,
obr.4.8a. Ak posobia obidve zlozky sucasne, hovorime spravidla o sikmom ohybe.
Najjednoduchsi pripad tohoto druhu namdhania je znazorneny na obr.4.8b. Kons$trukéné
prvky prenasSajiice ohybovy moment nazyvame nosnikmi.

obr.4.8 Cisty ohyb

4.6.5 Veper

Podobne ako pri prostom tlaku, i v tomto pripade posobi v myslenom reze tlakova sila Py = N
obr.4.9a. Ak prieény prierez tyée je proti jej dizke maly (Stihly prat), dojde po prekroéeni
urditej (kritickej) hodnoty osovej sily k vybo&eniu priamej pozdiZnej osi pruta, ty¢ sa prehne,
az sa zlomi - strati stabilitu obr.4.9b. Stratit’ stabilitu mézu konStrukéné prvky (Stihle,
tenkostenné) namahané tlakovou silou, ako st napriklad praty stoziarov, rdmp, vezi a
anténnych systémov.
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obr.4.9 Vzper Stihleho prata
4.7 POMERNE PREDILZENIE A POMERNE SKOSENIE

Ak namdhame priamu ty¢ tahom podla obr.4.10b, pozorujeme, ze ty¢ sa predlzuje a jej
prierez sa zuzuje. Zuzenie prierezu tyCe oproti jej predlzeniu byva zanedbatel'né.

Ll L L LS
T
e
N |
C i Y —
f T I .
Lol i | =
N I ! | I
= | ! I : . :
l | | '_____ S R
K T

lF 2) b)

obr.4.10 Namahanie osovou silou F

Dvoma rovnobeznymi myslenymi rezmi vyberme z ty€e valcek nekone¢ne malej vysky Y yo

vzdialenosti y obr.4.10b od spodného okraja ty¢e. Zat'aZenim tyle sa valéek prediZi o hodnotu
Fiteyy

Pomer
_ ddy

dy
nazyvame pomernym predizenim ty&e. Je to predizenie pripadajuce na jednotku dizky tyce.
Ak je pomerné predlzenie vo vSetkych bodoch prierezu a vo vsetkych prie¢nych prierezoch

rovnaké, mozno celkové predlzenie tyce vyjadrit’ vztahom
:

M= iﬂdy = IE.r::{}f = &l
i}

]

=)

odkial
A

£=—

{
Ako vidiet’ z tychto rovnic pomerné prediZenie je velicina bezrozmernd.
Uvazujeme elementarnu Cast’ plochy prierezu ABCD s rozmermi dx, dy obr.4.11, ktord sa
vplyvom Smykovych napéti * pretvori, ako je to na obrazku vyznacené.
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obr.4.11 Pomerné skosenie

AKk je toto pretvorenie malé, moézeme zmenu dizky dy zanedbat’. Posunutie du mdZeme potom
vyjadrit’ vzt'ahom

du = tovdy

alebo

dv'=dy
Ked’ze uhol ¥ je maly, mozno pisat’:

tgy =¥
takze bude

du = ydy
a z toho pomer
_ du
¥ dv

nazyvame pomernym skosenim (tieZ zmena pravého uhla v elementarnom hranol¢eku). Tak
ako pomerné predlzenie, aj tato veliina je bezrozmerna. Pomerné predlzenie a skosenie su
zakladnymi zlozkami deformadcie telesa.

4.8 PRACOVNY DIAGRAM TRHACEJ SKUSKY

Informacie o pruznosti a pevnosti materidlu ndm davaja skusky mechanickych vlastnosti.
Jedna z takychto skuSok je trhacia skiiska tahom. SkuSobna ty¢ normalizovaného tvaru a
rozmerov sa upne do Celusti trhacieho stroja a postupne sa plynulo zat'azuje prostym tahom.
Pritom sa automaticky zaznamenava zavislost medzi zatazenim a prislusnym predizenim
skisobnej ty&e. Pri znamych rozmeroch skui§obnej tyée (pociatoény prierez S, dizka 7) mozno
ziskat zavislost pomerného prediZenia od napétia.

Na obr.4.12 je nakresleny diagram napitia a pomerného prediZenia "mikkej" konstrukéne;
ocele. Z obrazku vidiet’, ze Cast’ diagramu aZ po bod U je linedrny, €ize napitie je imerné

pomernému prediZeniu. Napitie prisluchajice bodu U nazyvame medzou timernosti v Pri
skuSke mozno najst’ také napitie, po hodnotu ktorého bude mat’ ty¢ len pruzné deformacie.

Toto napétie sa nazyva medza pruznosti “F Bod E lezi spravidla vyssie, ale vel'mi blizko k
bodu U. Ak skuSobnu ty¢ odlah¢ime v stave pod medzou pruznosti, pruzné (elastické)
deformacie vymiznu a skuSobna tycka nadobudne svoj povodny tvar. Po prekroceni medze
pruznosti zacnu vznikat' trvalé plastické deformacie. V bode K sa zacne skuSobna ty¢
predlzovat bez toho, ze by napitie stupalo. Napdtie prislachajuce bodu K (resp. K")
nazyvame hornou (resp. spodnou) medzou klzu. Velkost' pruznoplastickych deformécii £ pri
dosiahnuti medze klzu pri konstrukénych oceliach neprekracuje hodnotu 0,001 ~ 0,003.
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obr.4.12 Skuska v tahu

Najvécsia hodnota napétia pri skuske je dand napéatim T (bod P) - medza pevnosti v tahu.
Kone¢né porusenie nastidva vSak pri napéti, ktoré prislicha bodu Z. Na obr.4.12 je
¢iarkovanou Ciarou vyznaceny priebeh tej istej zavislosti, vztahovany vSak na okamzity
prierez tyCky. Material, pri ktorom nastdva porucha po zna¢nych pruznoplastickych
deformécidch, sa nazyva huzevnaty.

Om
Okt

obr.4.13 Krehky material

Na obr.4.13 je znazorneny diagram tahovej skusky liatiny. Tento material ma vel'mi nizku
medzu umernosti a nema jasne vyhranent medzu klzu. Medza klzu sa nachadza blizko medze
pevnosti materialu. Takyto materidl pri ktorom nastane porucha bez vyznamnejSich
pruznoplastickych deformacii, nazyvame krehkym. Skrehnit moze aj povodne huzevnaty
material, napr. vplyvom teplotného namdhania. Materidl jadrového reaktora krehne aj
vplyvom radia¢ného ziarenia. Typickym krehkym materidlom je tiez sklo, keramika, a iné.

4.9 HOOKOV ZAKON

Linearnu zavislost’ medzi napdtim a deformaciou do medze imernosti U definoval roku 1860
Robert Hooke jednym zo zdkladnych zdkonov pruznosti a pevnosti:

2 - const.= E= tze:  alebo o=~FAs
E

ktory nazyvame Hookov zdkon.

Konstantu umernosti £ nazyvame modulom pruznosti v tahu. Modul pruznosti charakterizuje
mechanicku vlastnost’ - pruznost’ materialu a je zavisly od druhu materidlu skasobnej tycky.

57



Pretoze pomerné predlzenie £je bezrozmerna veli¢ina, ma modul pruznosti v tahu rozmer
napdtia, teda

P R | 1l
L= lim [
L

Pre ocel’ nadobada hodnoty E = 2,1.10° N.mm™. Hlinik ma modul pruznosti 78000 MPa,
sklennd vystuz optickych vlakien ma £ = 50000 MPa. Modul pruznosti r6znych materialov je
zavisly na technoldgii vyroby a jeho d’alSom spracovani.

Ak namdhame nejakt latku prostym Smykom, mozno skuSkami ur€it’ vzt'ah medzi Smykovym

a4

napitim T a pomernym skosenim ¥ . Na obr.4.14 je nakresleny diagram konstrukénej ocele,
ktory sa zistil pri namahani tenkostennej rurky prostym kratenim.

"\If.l__

0
obr.4.14 Zavislost medzi Smykovym napétim a pomernym skosenim

. . . y y e , T
Diagram sa podobé diagramu skusok v tahu a mozno na nom vidiet' medzu timernosti ¥ (bod

U) a medzou klzu Fx (bod K). Po medzu umernosti plati vzt'ah

r=0y
Kde G je materidlovd konStanta a nazyva sa modul pruznosti v Smyku. Pretoze ? je
bezrozmerna veli¢ina, ma i tento modul (tak ako aj E) rozmer napitia. Hodnota modulu
pruznosti v $myku pre ocel’ je G =0,8.10° N.mm™ = 0,8.10"" N.m™
Ak je modul pruznosti materidlu vo vsSetkych smeroch rovnaky, hovorime, ze latka je
izotropnad. Materidly pouZzivané v konStruk¢nej praxi povazujeme spravidla za izotropné a
homogénne, t.j. také, ktoré maju vo vSetkych smeroch rovnaké materidlové vlastnosti. V
opacnom pripade hovorime o anizotropnych latkach. Modul pruznosti ako aj iné vlastnosti
materidlov mozno najst’ na web stranke www.mems.org.

4.10 PRIECNE ZUZENIE

Stcasne s predlzenim skusobnej ty¢e v smere pozdlznej osi pozorujeme pri prostom tahu aj
skratenie jej prieCnych rozmerov. Toto skratenie je, ako ukazali skusky, v rozsahu platnosti
Hookovho zdkona pri izotropnych materidloch Umerne napédtiu <, a tym i osovému

r ™ . f=i Y . v I3 v
pomernému predlzeniu “*. Ked’ vytkneme zo skiiSobnej tyc¢e elementarny hranol¢ek podla
obr. 4.15, potom mozno priecne zizenia v smere y a z popisat’ rovnicami:

_bddy g, o v

dy b mE B k

Sy
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AT ¥ £, o UaF

,5}{:—:——":— = =F£,
Az 22 2a B oy -
Le ¥ L L= P

Sucinitela m nazyvame Poissonova konstanta. Casto, najmd v numerickych metddach, sa
pouziva jej prevratend hodnota, ktoru nazyvame Poissonovym c¢islom. Pre ocel’ je Poissonova
konStanta

resp. Poissonovo ¢islo

HG
o] &
o
¥ Ade=E.dx
¥4 0 -
. dw  |Ade=Ede| [ diED

— — — — — A

- /l

) el el

- a——|—|-|
||:| | | o

l.—'/

obr.4.16 Energia napétosti normalovych napéti

4.11 ENERGIA NAPATOSTI

Energiou napdtosti rozumieme energiu, ktord sa skumuluje v pdvodne nezatazenom telese,
ked’ nadobudne urcité pretvorenie, a to od vSetkych vnutornych sil pésobiacich na nekonecne
malé elementy telesa. Tato energia - za predpokladu platnosti Hookovho zdkona - sa rovna
praci vonkajsich sil, vykonanou pri pretvoreni telesa. VonkajSie a vnatorné sily musia byt
pritom v statickej rovnovéahe.

Deformacénu pracu vonkajsich sil - podla definicie znamej z fyziky - ur¢ime podl'a vzt'ahu

W= [ Fds
()
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Kde F je zatazujlca sila, ktord pdsobi na drahe s. Energiu napitosti ur¢ime osobitne pre
normalové a osobitne pre Smykové napitia, pricom vyuzijeme horeuvedeny vztah.

a) Energia napitosti normdlovych napiiti

Pri namahani normalovym napétim v smere osi x vznikd deformécia elementarneho hranola
podla obr. 4.16. Za predpokladu platnosti Hookovho zékona je zavislost’ medzi napdtim < a
pretvorenim £ linearna.

Vnutorna sila pdsobiaca na plochu dS elementarneho hranoldeka bude ¥ = @45 Potom

g ey
elementarna deformacna praca ~ =, ktord je rovna energii napitosti = elementarneho
hranol¢eka, bude

&

AW, =d4, _[.:fF.::t‘s— j cdSd(hdx)= | odvdzd (edx)
1]

Pretoze & = £-£a dx, dy a dz st konstanty, moZno tito rovnicu upravit’ do tvaru

E 21 1

& oy & o
dA, =dydz B ! £d (sdx) =dydz — ! sdrd(sdx) =dydz —(zdx] o= Es'dndydz =

[\Jl'—‘

kde dV = dx dy dz je objem elementu. Celkovéa energia napétosti potom bude

atar-YEelar = oear
A 21 g gl o 21[55

Poznamka: Energia napitosti ‘5 je vzdy kladna, 1 ked’ pdjde o namahanie v tlaku. Vtedy

4 = %l(—g).[—gjdrf%lmw

b) Energia napiitosti Smykovych napiiti
Podobne ako pri normalovych napétiach, mozno vyjadrit’ energiu napitosti Smykovych napéti

(obr. 4.17)

4f

du=ry dy 4T
] — - I [
L I|' I|'

¥
o ! ! =

i !
] | du:__}r d'_',"

Lo du=ydy | |diy dy)

obr.4.17 Energia napétosti Smykovych napéti

1
A :Elr.}rcﬂ’

Celkova energia napétosti v danom telese je vo vSeobecnom pripade dana suctom energie
napitosti normalovych a Smykovych napiti

A=A +A4
4.12 CASTIGLIANOVA VETA

Uvazujeme poddajné teleso, ktoré je zat'azené rovnovaznou silovou sustavou Fy, Fa, ....Fj,
,Fn (obr. 4.18).
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obr.4.18 Castiglianova veta

Posobiské vonkajsich sil su na povrchu telesa, ktoré sa pri pretvoreni telesa posunt o hodnoty
up, Uz, ..U, ..U, Pretoze napitia ©a T su v konecnom ddsledku pre teleso danych
rozmerov funkciou zatazujucich sil, bude aj celkova energia napitosti funkciou sil 4 = f(F/,
Fy L . F). Ak zvacSime napr. silu F; o vel'mi mali hodnotu dF; , zvacsi sa posunutie o
du; a energia napétosti o hodnotu

takZe energia napétosti bude

A+dA =ﬂ+§dﬂ. =B +dF ) (u+du; | = F[w +du, | +dF, u, +dF, du,
kde 4 je praca sily F; na posunutiach (u; + du;), a su¢in dvoch malych veli¢in dF;.du;
zanedbame. Potom

A+ 28 gm = dvu aF
oF,
resp.
A
oF,

Vysledna rovnica je matematickym vyjadrenim prvej Castiglianovej vety, podla ktorej
posunutie posobiska Tl'ubovolnej sily pri deformécii telesa (za predpokladu platnosti
Hookovho zékona) sa rovna parcialnej derivacii celkovej energie napitosti podla tejto sily.
Zmysel posunutia sily #; sthlasi so zmyslom sily F;.

Poznamka: 1. Castiglianova veta vyzaduje taktiez platnost zdkona superpozicie ucinkov,
ktory si vysvetlime neskor. Zakon superpozicie ucinkov hovori: Ak na teleso posobi sustava
vonkajsich sil, potom vysledny napdtovy a deformacny ucinok je rovmy suctu ucinkov od
Jjednotlivych sil, pricom nezdlezi na poradi posobiacich sil.

Pri odvadzani tejto vety mohli sme vSak znakom F; oznacit’ aj moment tocivej dvojice sil M; a

znakom u; zase prislusné natocenie % (obr. 4.19).

M,
)

A

obr.4.19 Uhol natocenia

Postup i vysledok by boli rovnaké a preto mozno tiez pisat’:
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I.Castiglianovu vetu budeme pouZivat’ na vyjadrenie deformacie telesa.

4.13 MIERA BEZPECNOSTI A DOVOLENE NAMAHANIE

Trhacia skiSka nam dava dolezit¢ udaje o mechanickych vlastnostiach materidlu. Ak z nej
pozname medzu klzu a medzu pevnosti materidlu, mézeme urcit’ pre kazdu technicka tlohu
velkost' napétia, ktoré moézeme pokladat za bezpecné. Toto pripustné napitie volame
dovolenym namdahanim. Pri vol'be dovoleného naméhania pre ocel si treba uvedomit’, Ze tento
material pri napdtiach pod medzou imernosti mézeme povazovat' za dokonale pruzny a pri
napdtiach nad touto medzou dochddza k trvalému plastickému pretvoreniu. Ak chceme
pripustit’ len pruzné deformacie, dovolené naméahanie musi byt’ nizsie ako je medza umernosti
daného materidlu. Pretoze zistovanie tejto medze je dost’ obtiazne a jej poloha zavisi od
presnosti merania, berieme pre urcenie dovoleného namahania materialu obyc¢ajne medzu klzu
alebo medzu pevnosti. Vel'kost’ dovoleného namahania potom ur¢ujeme podl’a rovnic:

..
P - K
Tpgy =—
o
o
_ "
Fpgy = ——
s

¥

’ . v . iy .
kde sy, resp. s, st miery bezpec¢nosti vzhl'adom na medzu klzu ~ ¥, resp. na medzu pevnosti
T

Pri konstrukénych oceliach berieme obvykle za zéklad pre vypocet dovoleného namahania

medzu klzu Z¥. Pri statickom naméhani pritom uvazujeme mieru bezpecnosti s <(1,4~1,6).
Pre krehké materidly (liatinu a pod.) berieme za zaklad na urCenie dovoleného naméhania

medzu pevnosti e Mieru bezpecnosti volime v zavislosti od presnosti zvolené¢ho
matematického modelu danej konStrukcie, ako aj metdédy rieSenia homogenity pouzitych
latok.

Pre mnohé konstrukcie st hodnoty miery bezpec¢nosti ur¢ené normami STN.

Podl'a rovnakych metod volime dovolené naméhanie v Smyku:

T
_ Ty
pgw = —
&y

_

Toagw = ——

¥

<1 .. /. ’ - OF T v ’ r . .
Ako uvidime d’alej, je vzajomny vztah medzi ~#*a “¢*urcenych hypotézami pevnosti. Je
zrejmé, ze ak suCiastka ma pracovat s prisluSnou bezpecnostou, musi byt splnena
bezpecnostna podmienka

Jmm{ = Crcz‘ﬂ
alebo
Tmmc - r:z‘::w

a3 Tpue o . -
kde “m=a "m= gy maximalne hodnoty napitia.
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Ucebny ciel kapitoly

Po prestudovani tejto kapitoly by ste mali ovladat™
o Kedy nastava namahanie na Cisty tah-tlak
e Ktora zlozka vyslednice vnutornych sil je nenulova
e Ako je definované normalové napitie ¢ist¢ho tahu-tlaku
e Podla akého pravidla volime myslené rezy
e Naco urcujeme priebeh osovych sil a normalovych napéti
o Ako sa vypotita celkové prediZenie (skratenie) tyce
o Ako zohl'adnit’ vlastnu tiaZ pri vypoéte vnutornych sil a celkového predizenia
e Akym postupom treba riesit’ staticky neurcité ulohy
e Ako sa dimenzujt jednoduché pratovky
e Ako sa urc¢i posunutie sty¢nikov prutovky
o Ako sa riesia staticky neurcité pratovky
o Ako sa vykonava staticka analyza zlozitych pratoviek
e Ako je definovana tiazova ret'azovka - predpoklady a mechanicky model
« Aky priebeh ma osova sila a normalové napitie po dizke retazovky
e Ako sa ur¢i celkové prediZenie retazovky

e Ako sa vykonava statické analyza retazoviek symetrickych a s prevySenim upevnenia
jej koncov

Ak mozno urcit’ vyslednicu vnatornych sil - osovi silu zo statickych podmienok rovnovéhy,
hovorime o staticky urcitej Glohe ¢istého tahu alebo tlaku. V opa¢nom pripade musime
statické podmienky rovnovahy doplnit’ d’al§imi - deformacnymi podmienkami a hovorime o
staticky neurcitych ulohdch. Medzi pripady namdhania prostym tahom mozno zaradit:
namahanie vonkajSou osovou silou, vlastnou tiazou a odstredivou silou a iné.

5.1 NAMAHANIE OSOVOU SILOU F

a) Staticky urcité ulohy

Uvazujeme ty¢ konStatného prierezu na jednom konci pevne zachyteni a na druhom konci
zatazenu vonkajSou osovou silou F. Zaujima nas poloha nebezpecného prierezu tyCe a
celkova deformacia tyCe. Na to potrebujeme urcit’ priebeh vyslednice vnutornych sil - osovu
silu NV a priebeh normalovych napiti < v jednotlivych myslenych rezoch tyce, ako aj celkové

prediZenie tyce Al resp. pomerné prediZenie £ .
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Obr.5.1 Cisty tah

Rozrezeme ty¢ na obr. 5.1a myslenym rezom kolmym na os ty¢e na dve casti. Pociatok
stiradnice y volime vo vol'nom konci ty€e. Odrezant Cast’ ty€e 5.1b uvedieme do statickej
rovnovahy tak, Ze do mysleného rezu vlozime (v kladnom smere - von z rezu) vyslednicu
vnutornych sil N(y). Tato osova sila musi byt’ v rovnovahe s vonkaj$imi silami pésobiacimi na
odrezanu cast’.

Zo statickych podmienok rovnovahy sil do osi y pre odrezanu Cast’ tyCe mame:

LE=V yy)-Foo=N() =2 ye(o
L I s

V tomto pripade je priebeh N(y) konstatny po celej dizke tyée a je nakresleny na obr. 5.1c.

Z vyslednice vnutornych sil mozno urcit’ napitie < (y) v jednotlivych myslenych rezoch. Pri

pratoch s konstatnym prierezom alebo pratoch, ktorych prierez sa malo meni, sila F predlzuje

ty¢ tak, aby sledovany (povodne rovinny prierez) zostal rovinnym aj po deformacii. Z

podmienky zachovania rovinnosti prierezu vyplyva, ze napitie ma konstantni hodnotu v

kazdom bode prierezu (obr. 5.1¢) a jeho velkost bude

7Y
s

J[J’)=E

Jeho priebeh v rezoch po dizke ty&e je znazorneny na obr. 5.1b.

Ako vidiet' z priebehov < (y) a N(y) (spdsob ich grafického zndzorfiovania je zrejmy z obr.
5.1c, d), napétie a osova sila nie je zavisld od y. Ako uvidime neskor, situacia sa zmeni, ak
budeme uvazovat’ aj posobenie objemovych sil - vlastnej tiaze telesa. Pre ty¢ podl'a obr. 5.1 je
nebezpecnym prierezom 'ubovolny rez kolmy na os pruta.

Deforméciu tyée - jej celkové predizenie mozno uréit’ z definicie pomerného predizenia alebo
pomocou I. Castiglianovej vety.

I i | [
: v [y
IR
adyl T
[
Obr.5.2 Pomerné
predlZzenie

PrediZenie elementu dy (obr. 5.2) vyhatej z tahanej tyée bude

Mefy = gdy
Celkové predizenie potom bude
I I i i
N
Al = [ddy= [ sdy = I%d - E(g)dﬁ gﬁf
1] 0 1 1 : :

Podl’a I. Castiglianovej vety ur¢ime posunutie posobiska sily ' zo vztahu
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¢o suhlasi s vysledkom ziskanym z defini¢ného vztahu pre celkové predlzenie. Priebeh
napdtia a celkové predlzenie tyCe zat'azenej ststavou osovych sil mozno urcit obdobnym
sposobom.

5.2 NAMAHANIE OSOVOU SILOU F PRI SPOLUPOSOBENI
VLASTNEJ TIAZE TYCE

Uvazujeme tyC vo zvislej polohe, ktorej rozmery a v ich doésledku vlastnd tiaz nie je
zanedbatel'na voci velkosti osovej sily F (obr. 5.3). Priebeh napétia ur¢ime opét’ metodou
mysleného rezu.

| SEy IN@J: Ty =

Sy -]

[ 1

o
¥ | - ;\““ Gy
e
)

c)
Obr.5.3 Vplyv vlastnej tiaze

Z podmienok rovnovahy odrezanej Casti tyce (obr. 5.3b) dostaneme:
ZFUJ:D G‘l[y:l.S—F—G[y:l:U
kde G(y) je vlastna tiaz odrezanej &asti tyée ( ¥ ~ #-&je merna tiaz). V naSom pripade

GO =V)y =527 Potom napitie v myslenom reze je:

FrvSy F
=" = 4y
I I ¥y

Priebeh < (y) uréime ako priebeh rovnice priamky v intervale y = (0, 1).

()

Priebeh napitia po diZke tyce je zndzorneny na obr. 5.3¢c. Nebezpe&ny prierez sa nachadza v

. .y w,s  EF . . v v ~ : ~
mieste maximalneho napitia ~ =% - v mieste votknutia ty¢e. Aby nedoslo k poruseniu tyCe v
nebezpecnom priereze, musi byt’ splnend pevnostnd podmienka

mxt

ra
.. =—+vi=Za
S }’ dev

Celkova energia napétosti tyce je
12
A=4 =§Icr[y;l.£dy=

]

Lo o—
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potom celkové prediZenie tyce
_8_ Rl i
BE SE OE
Ten isty vysledok by sme pre celkové predlzenie dostali aj zo vzt'ahu

&

PR i

ol —
Eay=..=
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s —
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Z tychto vztahov je zrejmé, Ze napitie, resp. celkové prediZenie tyGe je rovné suétu napiti,
resp. predizeni, od osovej sily a vlastnej tiaZe, o je vlastne potvrdenim zdkona superpozicie
ucinkov. Staticky urcité ulohy namahania osovou silou rieSime podla postupu uvedeného v
prikladoch uvedenych v tejto kapitole.

5.3 DIMENZOVANIE PRUTOVYCH SUSTAV

Na obr. 5.4 je zndzornené rameno stoziara vysokého napitia. Konstrukéné prvky oznacené
Cislicami 1, 2, ..., 11 nazyvame prutmi. Praty su navzajom pospajané v bodoch A, B, ..., G,
ktoré nazyvame stycnikmi. Ak predpokladdme, Ze pruty st dostatocne §tihle (rozmery prierezu
prata st malé oproti jeho dizke) a v styénikoch su pospajané v kiboch bez trenia, moZno
takuto ststavu priamych pratov povazovat za priitovii siistavu. Pretoze idealne kiby bez trenia
neprenasaju do prutov ziadne momenty vonkajsich sil, pruty st namahané len osovymi silami.
Skutoéné koStrukcie (stoZiara vn, osvetlovacie veze, anténne sUstavy, ...) st vSak spdjané
spravidla zvaranim, skrutkovymi spojmi a idealnej prutovej sustave sa viac-menej len
priblizuju. Toto priblizenie bude tym korektnejSie, ¢im su pruty StihlejSie a spojenie sty¢nych
bodov je menej tuhé. V opacnom pripade treba uvazovat, ze konStrukcia pozostiva z
nosnikov.

Obr.5.4 Rameno stoziara

Pri pevnostnom a tuhostnom navrhu pratovych konstrukcii nas zaujima:

a. velkost osovych sil v pratoch - P; (i =1, ..., n - ¢islo pruta)

b. celkové prediZenie, resp. skratenie pritov - A,

c. posunutie sty¢nikov po zat'azeni pritovej sistavy
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Pouzivaju sa pritom klasické metody statiky (sty¢nikova, priesecna, ...), ktoré st vSak Coraz
viac nahrddzané numerickymi metdodami (napr. metéda konecnych prvkov). Potom nam
klasické metody sluZzia na orientacnti kontrolu spravnosti numerického riesenia.

Ak je prutova sustava staticky urcita, na vypocet osovych sil stacia klasické vektorové metody
statiky. Pri staticky neurcitych tlohdch musime vziat” do uvahy pri vypocte osovych sil aj
deformacné podmienky. V pripade metdody konecnych prvkov do urcitej miery odpadaju
tazkosti spojené s navrhom staticky neurcitej pratovej ststavy. Tato metdda rieSenia vSak

i

. 7 I3 . r v 9 E 7. L 2 9 : k]
vyzaduje, aby vnutorna statickd urcitost bola " 3(prutovka a ani jej Cast’ nesmie byt

mechanizmom).

a) Jednoduché prutové sustayvy

al) Staticky urcité ulohy
Sily v jednotlivych prutoch staticky urcitej prutovej sistavy uréime z rovnovahy uvolnenych
sty¢nikov, pricom ucinok pratov nahradime osovymi silami. Ak pozname osové sily v
jednotlivych pritoch, mézeme uréit prediZenia, resp. skratenia pratov.

Priklad 1
Urcite osové sily v pratoch 1 a 2, zvislé a vodorovné posunutia sty¢nika C prutovej sustavy
(obr. 5.5) zatazenej silou F, ak vlastn tiaz prutov neuvazujeme.

A, Eq .51

Eaida 1o

Obr.5.5 Prutovka

o |

Obr.5.6 Rovnovaha sty¢nika
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Uvolnime sty¢nik C a vlozime do neho v predpokladanom smere pdsobenia osové sily
(tlakova sila smeruje do sty¢nika, tahova sila smeruje von zo sty¢nika) P; a P, (obr. 5.6).
Zo statickych podmienok rovnovahy dostaneme:

= 1 T s ™ . ™ .
y Ho=1: — S+ Hoos=10
P R 1 ]
&

S'E —0- LB AL D i v —= B —
/‘L.”—U. rs |.¢2.:u.u.r..c.-—.¢2— .
- SN

g

I Il m ¢
H=fcose=F =

siner g

Osové sily vysli so znamienkom +, preto podl'a tvodného predpokladu v prute ¢islo 1 je tah a
v prute €. 2 je tlak.

Posunutie sty¢nika ur¢ime z predlzenia, resp. skratenia pratov 1 a 2. PredlZenia pratov st:

j = iy Fi
S ABSlsane

AL = 5, Fh
ES, B S tgo

Obr.5.7 Posunutie sty¢nika

Na urcenie pretvorenia sustavy staci opisat’ kruznice z bodov A a B (obr. 5.7) s polomermi:

n=1+Al =] (1+LJ

Ay 8N e
A S ige

Ked’Ze deformacie musia byt malé, mozno kruznice nahradit’ doty¢nicami kolmymi na pruaty
nedeformovanej sustavy (obr. 5.7, 5.8).
Potom vodorovné posunutie

oty T
Bl sine

Zvislé posunutie vypocitame z geometrickych zavislosti vo zvécSenej mierke nakreslené¢ho
Stvoruholnika.
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L 5
I} alzsin o
' 2
-
M ol +ulzcos o

I::I
Obr.5.8 Geometricka zavislost’

Zvislé posunutie bude:
M+ AL cose
fger

¥, =0l sine+

Priklad 2

Urcite sily v prutoch pritovej ststavy podla obr. 5.9, ako aj vodorovné a zvislé posunutie
sty¢nikov C a B, ak vSetky pruty zohrejeme o rovnaky teplotny rozdiel z teploty #) na teplotu
t.

Zo statickych podmienok rovnovahy uvolnenych sty¢nikov zistime, ze osové sily v pratoch
su nulové. (Ak zohrejeme pruty staticky urcitej prutovej sustavy o rovnaky teplotny rozdiel,
osové sily od teplotného zatazenia st rovné nule. Pre staticky neurcité prutové ststavy to
v$ak neplati). Posunutie styénikov je dané prediZzenim jednotlivych pritov vplyvom teplotnej
roztaznosti:

A= elt—ty )y
Al =AL+ AL = o (11, ),
Al =t -5 )k

Posunutie stycnika C:

o =40
a [Ml—ﬂfj.cosr.z)
u}?c = =
ioe e

Posunutie stycnika B:
xp=0
yp = bl
pricom
Al '= AL —AL "= Al - Al cos(90°— )= Al — Al sine
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Obr.5.9 Posunutie sty¢nikov

a?2) Staticky neurcite ulohy

Jednoduché pratové ststavy, pri ktorych nemozno uréit’ osové sily v pratoch len zo statickych
podmienok rovnovahy, nazyvame staticky neurCitymi. V tomto pripade musime statické
podmienky rovnovahy sty¢nika doplnit’ deforma¢nymi podmienkami (musi byt zohl'adnena
podmienka neporusenosti spojenia prutov v sty¢nikoch po deformacii). Celkovy pocet rovnic

musi byt’ totozny s celkovym poctom nezndmych osovych sil v sty¢niku.

Priklad 1
Stanovte sily v prutoch ststavy podla obr. 5.10 zatazenej silou F.
Z podmienok rovnovahy uvol'neného sty¢nika (obr. 5.11) méme:

1.2 F =0 - Bane+Bane=0=F~=~F=F
23 F,=0

Pretoze mame tri nezname sily, musime napisat’ tretiu, doplitujicu rovnicu. Z posunutia

sty¢nika C (obr. 5.10) vidime, ze
Al = a4
S5

Al= AL = A= 2L
ES

M Pi A
—=cosm = A =y cosm S ——=
Vo ES  ELE
Dosadenim za P; z rovnice 1. do rovnice 3. mame:

Pl [F-2Pcose)l

ES A8

3

resp.
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Et+hcosetReose—F=0= A+2Fesm=F
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20 cose
L 24
E o
L4
Osové sily vysli so znamienkom +, to znamena, Ze posobia v smere zvolenom na obr.5.11. Vo

vSetkych troch pratoch je tah. Pevnostna podmienka pre navrh pratov bude

L

kde index i oznacuje Cislo pruta.

Obr.5.10 Staticky neurcita tiloha

Obr.5.11 Uvolneny sty¢nik
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Priklad 2
Urcite osové sily pritovej sustavy podl'a obr. 5.12 zat'azenej silou F.

Obr.5.12 Posunutie sty¢nika

Z rovnovahy uvolneného C sty¢nika mame (obr. 5.11):
1. 2 F =0 E-F+EFcose+Beoose=10
2. 3 F,=0: Brosg—Hsnag=0=5=F="F
Dosadenim do rovnice 1. mame:
R=F-2Fcose

V tejto rovnici su dve nezname, preto napiSeme deformacnti podmienku, ktora vyplyva z
celkovych predlzeni, resp. skrateni pratov:

n- B
ES

PY L i)

’ ESJ ES  EY

¥

Obr.5.13 Rovnovaha sty¢nika

Pre posunutie sty¢nika C teda plati:

cosee HEScose BN
Odtial’
F=Ffrosex = [F—EPCOS ajcosa
a po uprave
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Osové sily vysli so znamienkom +, to znamend, ze pOsobia v tom zmysle, ako sme ich
zakreslili na obr. 5.13. V prute 1 je tah, v pratoch 2 a 3 je tlak.

Priklad 3

Urcite sily v prutoch pratovej sustavy podla obr. 5.14, ak prut ¢. 1 bol ohriaty o teplotny
rozdiel &¢ . Teplotna rozt'aznost’ materialu je &.
Z rovnovahy uvolneného sty¢nika mame (obr. 5.13):

4 =1 a1 b ) for | k) for | e
l.LI“'?‘,=UZ —1‘i+£‘ﬁCOS_ﬂ+I‘3COS,{?=U
7v§':l"l — ainn A4+ Foan 7 =0
2> B =0 Bean f+Fean §=10

o _ o _n
lg—lE—l

Z rovnice 1. dostaneme
E=2FPcosfi

E,3.l

Obr.5.14 Pratova stustava

=y

Obr.5.15 Uvolneny sty¢nik

Na vypocet troch neznamych sil musime podmienky rovnovahy doplnit deformacnou
podmienkou. PredlZenia pratov su:
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fil, =
e
Ladd
it
Al =pl =A== ——
Didg = ey = 4 p
o)

Posunutie sty¢nika zistime z tejto ivahy: Keby prut 1 bol uloZeny vol'ne v priestore, vplyvom
ohriatia by sa predlzil o hodnotu

Vo volnej deformacii mu vSak brania pruty 2 a 3. Bude v flom pritom vznikat' tlakova sila,

ktora znizi vel’kost’ teplotného predizenia &4 6 hodnotu 2 (obr. 5.16).

Obr.5.16 Skratenie prata

Potom
3 E =cosfi
@
a=01-M) = edMd, - E
B
&E:a.cosﬁiﬂz(ﬂ.&z—i]
BY ES

Dosadenim za P; do rovnice 3. a po upravach dostaneme:
Pe 2ot B cos

I+2c0s 8
@:g:pzﬂ
1+2c0:z f8

Velkost” osovych sil je priamo umerna vel'kosti teplotného rozdielu. Treba upozornit’, ze pri
staticky neurcitych pratovkéach vnikaju znacné osové sily uz pri relativne malych teplotnych
rozdieloch £ .

Priklad 4
Urtite sily v pritoch, ak prat &. 1 bol vyrobeny o hodnotu & kratsi (obr. 5.17). Z obr. 5.17 je
zrejmé, Ze spojenie prutov v spoloénom styéniku musi byt’ nasilné. Prat ¢. 1 sa musi prediZit
o hodnotu
M= L}
ES
a pruty 2 a 3 o hodnotu

AL =l = A= L
ES

74



iy ESh (1) <

Obr.5.17 Vplyv vyrobnej nepresnosti

Sily P; a P, = P; = P st zakreslené v sty¢niku C a z jeho rovnovahy vyplyva (obr. 5.18):
¥

'

Obr.5.18 Rovnovaha sty¢nika

1. 2R =0: A-Frosfi—-Fcosf=10
2. ZFJJ:D: Fysin f—Fsin §=0

z 1 rovnice: H=2Fcose

z & rovnice: B =R=F

Rovnice rovnovahy doplnime deformacnou podmienkou, ktora vyplyva z obr. 5.19.

3 h=a+A, pricom a= &l = o
coser HS cose

Potom
Fi

fi e —
E cose
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Obr. 5.19 Poloha sty¢nika

Dosadenim za P; a po upravach dostaneme:

Ako vidime, velkost’ osovych sil je priamo tmerna vel’kosti nepresnosti £
Poznamka: Ak je pratovka namahana sticasne vonkaj$imi silami, teplotou, pripadne aj pruty
su vyrobené nepresne, vysledné¢ osové sily budu dané superpoziciou osovych sil od

jednotlivych pripadov zatazenia.

b) ZloZité prutové sustavy
b1) Staticky urcite ulohy

Rovinna pratova sustava je staticky urcita, ked’ i,, = 0, i,, = 3. Osové sily v pritoch uréime
klasickymi metodami statiky (sty¢nikova, priesecnd, princip virtudlnych prac, a iné).
Vzhl'adom na pracnost’ ich aplikécie pri pratovkach s velkym poctom pratov, ich hlavné
vyuzitie je na kontrolu vysledkov rieSenia dosiahnutych numerickymi metdédami, napr.

metddou konecnych prvkov.

Priklad 1
Pre pratova sastavu podl'a obr. 5.20 urdite:

a. staticka ur€itost’
b. osové sily v pratoch

. , ; =
c. prierezy prutov tak, aby Fi = Ty

d. posunutia sty¢nika C

Obr.5.20 Zadanie ulohy
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a) Staticka urcitost
Vonkajsia statickd urcitost’ (vizby A a B odoberaju tri stupne volnosti) je
=3-2-1

o —_

[

L

Vnutorna staticka uréitost’
i =3 p—2(2k+k 1=
ne < -

s

ﬂ
-~

Lh
|
[
[
[
_|_
[
Il
L

Led
-~
-,

=

prutova sustava je staticky urcita.

b) Osove sily

Na vypocet osovych sil pouzijeme sty¢nikovii metddu. Pre rieSenie rovnovahy sty¢nika A a B
musime urcit vdzbové reakcie. Vazbové reakcie R,y, R4y a Rp musia byt v statickej

rovnovahe so zat’azujucou silou F' (obr. 5.21).

S E. =0 R._=0

./_JAX W L'LAX e
- 1 T e ™ - - o
> F =0 R, —F=0

LaTy “AY B
AL =1 B Tea— F=0
./_JAFAB WL .i'LA}r.n’_.Lod- £ v

Iy

- iy

ar =

&

Vzhl'adom na symetriu tlohy
F
Ry=R;,,=—
5 = Sy
2
F

Obr.5.21 Vizbové reakcie
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Rovnovadha stycnika B

=y

- B
Re™ 7
Obr. 5.22 Rovnovaha sty¢nika B

DAy =0 Fcosee—FKrosfi=0

SR =0 g—ﬂsinm+ﬁsinﬁzﬂ
Z dvoch rovnic o dvoch nezndmych mozno urcit’ osové sily:

cos 7 o
B =SE2 .
COS R E[E:os fige—sin ﬁ)
B= T
2 (cos fige—sin ﬁ)

V prite 2 je tah a v prate 3 je tlak. Vzhl'adom na symetriu llohy mozno predpokladat’, ze P,
= P, P; = Ps. Silu v prite 4 ur¢ime z rovnovahy sty¢nika (obr. 5.23):

iy

K"f

Obr. 5.23 Rovnovaha sty¢nika C
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¢) Prierezy prutov

s
Prierezy pratov uréime z pevnostnej podmienky ~# = =&
han ) hal
q oo 41 o o
= =T 1= 1=~z
ot —_—
1 = g
o o
i3 . Lo -, t3 ng or
o SO =52 Sy =48
wg F v
o o
4 7. =N = 4
— T dov L
4 T g

d) Posunutie stycnika C
Bod C sa posunie v zvislom smere o hodnotu x¢, ktord podl'a I. Castiglianovej vety bude
o 74
©aF
pricom celkova energia napitosti prutovej sustavy bude rovnd suctu energii napétosti
jednotlivych pritov namahanych ¢istym t'ahom, resp. tlakom

_< B,
=
Potom
A< ag 2
T ,Z_;*z Z Z;* , ?—gﬁf
B
Kde &4, st predizenia, resp. skratenia i-tého pruta a & je parcialna derivécia osovej sily v i-

tom prute podla sily F. E; a S; je modul pruznosti v tahu, resp. prierez i-tého pruta.

Priklad 2

Rameno stoziara vysokého napitia je zat'azené tiazou vodica F a vlastnou tiazou prutov, ktora
je rozdelena do sty¢nikov A, B, C, D a E (obr. 5.24). Urcite osové sily v prutoch 4, 5 a 6
priese¢ni metodou. Vypocet ma sluzit’ ako kontrola numerického riesenia.
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Obr. 5.24 Zadanie ulohy

Ako mozno vypoctom zistit, prutova slstava je staticky urcitd. Osové sily v prutoch 4, 5 a 6
ur¢ime tak, Ze rozrezeme rameno myslenym rezom na dve polovice a rieSime rovnovahu
odrezanej Casti (obr. 5.25):

Obr. 5.25 Rovnovéha odrezanej Casti ramena

ZFX=D: Frose+Foosa+ R =0
K =0 - F-O-FE+EBane—Fane=10
25 G+ 5 ;

S M, =0 Fa+ﬁ§=0

F,=-3F
RieSenim rovnic 1 a 2 mame:

coser  cosex || A 3F
singe —sine | | A - F+0 +

odkial
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b2) Staticky neurcité ulohy
Uvazujme pratovu sustavu podla obr. 5.26. Ako vidiet, pratova sustava je tak po vonkajsej,
ako aj po vnutornej stranke staticky neurcita:

Obr. 5.26 Zadanie ulohy

iy =3-2-2=—1
i =3.p—2( 3 +2k +k)=38-2(32422+1)=2

Prutova sustava je raz po vonkajsej stranke staticky neurcitd a raz vnltorne staticky neurcita.
Na vypocet osovych sil treba doplnit’ statické podmienky rovnovahy dvoma deformac¢nymi
podmienkami. Obvykle sa takéto prutovky rieSia Castiglianovou vetou. Najvyhodnejsie je
vSak pouzit numerické metody, a preto sa v tomto texte nebudeme zaoberat’ analytickym
rieSenim staticky neurcitych pratovych sustav. Podstata pevnostného a tuhostného navrhu
staticky neurcitych pratovych sustav je rovnaka ako pri staticky urcitych ulohach. Staticky
neurcité pratové sustavy su z hladiska pevnosti a tuhosti ¢asto vyhodnejSie konStrukcie,
zloZitejSia je vSak ich statickd analyza povodnymi analytickymi metédami. Preto prevladalo v
minulosti usilie navrhovat’ sustavy staticky urcité. S rozvojom numerickych metod vsak tento
problém odpada.

5.4 TIAZOVE PARABOLICKE RETAZOVKY

5.4.1 Prijaté predpoklady a mechanicky model ret’azovky

Pri rozvode elektrickej energie ako aj v beznej technickej praxi sa stretdvame s prvkami
namahanymi na tah, ktory je spdsobeny najma vlastnou tiazou. Tieto prvky ako st napriklad
vodiCe napitia, nosné lana a pod., moZzno povazovat’ za dokonale ohybné vlakna konsStantné¢ho
prierezu zatazené vlastnou tiaZou samotného vlakna, ako aj dodatoénym po dizke vlikna
rovnomerne rozlozenym spojitym zatazenim ¢ (napr. tiaz namrazy). Takéto vldkno nie je
schopné prenasat’ ohybovy moment, a bude prenasat’ len Cisty t'ah.

81



Obr.5.27 Tiazova ret'azovka

Vlakno (retazovka) je uchytena v bodoch A a B, ktorych rozpétie je / a prevySenie upevnenia
je h. Ak povodna (priama) dizka vlakna bola sy, po jej zaveseni vplyvom vertikalne
posobiacej tiaze sa ustali v deformovanom tvare s novou dizkou vlakna s (obr.5.27). Ak je
prichyb vlakna proti rozpétiu maly, potom rozdiel medzi dizkou s a dizkou priamej spojnice
bodov A a B je maly. Ak uvedeny rozdiel je mensi ako 10%, mozno s dostato¢nou presnost'ou
predpokladat, Ze tiaz vlakna, eventudlne namrazy, je rovnomerne rozlozena po dizke
priemetu vlakna do vodorovnej osi a nie po dizke krivky. Material vldkna je definovany

modulom pruznosti £, pricom dovolené namahanie vldkna je Fam | g prierez vldkna je S.
Na obr.5.28 je znazorneny mechanicky model tiazovej retazovky. Pociatok vzt'azného
suradnicového systému bol zvoleny v najnizSom bode retazovky, ktorého poloha zatial’ nie je
Znama.

Obr.5.28 Mechanicky model retazovky

Z hl'adiska elastostatiky tiazovej retazovky treba urcit’:

a. rovnicu deformovaného tvaru retazovky y = y(x) a maximalny priehyb v

b. velkost osovej sily N = N(x) v I'ubovolnom mieste x a jej maximalnu a minimalnu
hodnotu

c. priebeh normalového (tahového) napitia a jeho maximalnu a minimalnu hodnotu
d. vézbové reakcie v bodoch uchytenia A a B

e. celkové predizenie retazovky

5.4.2 Rovnica deformovaného tvaru ret’azovky

Na obr.5.29 je zndzornena vybrata Cast’ ret'azovky dvoma myslenymi rezmi. VonkajSie spojité
zatazenie (napr. vlastna tiaz) musi byt’ v statickej rovnovahe s vntitornymi osovymi silami: H
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je normalova osova sila v reze v najnizSom bode retazovky, N(x) je normalova osova sila
(posobi v smere doty¢nice k priehybovej ¢iare) v mieste x. Spojité zataZenie g nahradime
vyslednicou Q(x) = ¢.x, pdsobiacou v tazisku vybratej Casti ret'azovky.

W=H(x)
Ao

PR
i x

Obr.5.29 Rovnovaha vybratej Casti
retazovky

Pre vybratu ¢ast’ retazovky mozno napisat’ tri statické podmienky rovnovahy:

0 :n' —H-l—:"'u.rﬁncm:rl
P ML S L L W

2E,=0 —gxtNsng=0

Z momentovej rovnice rovnovahy k bodu C mozno ur¢it’ rovnicu prichybovej ¢iary
retazovky:

g 2
= X=—x
V y=y(x) o
Co predstavuje rovnicu paraboly. VIdkna, spliajice tato rovnicu nazyvame parabolické

retazovky.
V pripade znamej osovej sily H mozno z rovnice retazovky urc¢it polohu bodov A,B a

prevysenie h:

gb’
rtex=4 .. X) =y, =—o0
¥ N = Vs 2H
__ _ ., _ga

pre x=—a.. yxl=y, 5

5.4.3 Osova sila v ret’azovke

Zo silovych rovnic vyplyva:
H=Ncosg

gr=MNsang

Umocnenim a s¢itanim tychto dvoch rovnic dostaneme

N=N(x) = JH +{ax) = H J1+{ax)

Je zrejmé, ze ak:
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Za predpokladu b>a je Ng>N, , a teda Np = Npmax - maximalna osova sila.
Z uvedeného vyplyva, Ze minimalna osova sila je v najnizSom bode retazovky a maximalna
osova sila je vo vySSom zavese retazovky.

5.4.4 Normdlové napitie v ret’azovke

Priebeh normélového napétia bude tmerny priebehu osovych sil:
M)

F =gl x =
pridom prex=—a je olx)=0,=

= -maximalne napatie

x=h 18 Tglx)=gy= -

AR

x=0 1qe alx)= - =g, -minimane napétie

Pevnostnd podmienka retazovky ma potom tvar

e = oy

Ny

s

Splnenie tejto podmienky zaruéuje dostatoénti pevnost’ retazovky po jej celej dizke. Dovolené
napétie je obvykle predpisané normou STN.

5.4.5 Vizbove reakcie

Na obr.5.30 je uvolnena ret'azovka s vazbovymi reakciami v bodoch A a B.

Obr.5.30 Vizbové reakcie
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Z podmienky rovnovahy do osi x vyplyva: Rg, = R4y = H

Ked’ze vizbova reakcia v bode A musi byt v rovnovahe s osovou silou N4, potom Ry = Ny,
resp. v bode B je Rz = Np

Potom zvisl¢ zlozky reakcii st:

) 2
Ry=N,—H
! 2
Ry =Nz -H
a d’alej
H
COSEE= —
Fitas
A
H
ron =
BOE L= —

¢im je dany sklon priehybovej ¢iary v zavesoch A a B.
5.4.6 Celkové predizenie ref’azovky

Celkové predizenie retazovky bude s = s-s59, kde sy je povodna (nedeformovana) dizka
vlakna, a s je nova dlzka vladkna po jeho predlZeni od vlastnej tiaze.
Na obr.5.31 je znazornena elementarna ¢ast’ deformovaného vldkna.

as dy

dx

I 1

Obr.5.31 Elementarna ¢ast’
vlakna

Celkova dizka zat'aZenej retazovky je

5= Ia!’s= .I-"'Ildxj-l_dyg =
[} (=]

Pouzijuc zjednodusujtce pravidlo (1 + p)* =1 + p.a na druhy ¢len pod odmocninou

&

Imdp.':j; 1+[%x]2cﬁ:

—

p:yrllx):;—xﬂﬂl Lon=—

3 1 2 1 2
S:I 1+— ix dr=...={4+= g (b3+cx3)
> 2NH B\ H
pricom /=a + b.

Podobne, celkové predizenie

potom

he= Iﬁds= IE&'S= I—
[5) [#] [ (5]
Pretoze

&5



potom

Povodna dizka retazovky je

Ll o

1
. , 1
g =5—ht5=0+_—
u =
L=

5.4.7 Symetricka ret’azovka

Na obr.5.32 je znazornena symetrickd retazovka (bez prevysenia uchytnych bodov, t.j. vz - y4
=0).

YAV B Vs

X

a=i2 h=l2

Obr.5.32 Symetricka retazovka

Tato retazovka je $pecialnym pripadom retazovky s prevysenim tchytnych bodov. Upravou
predtym odvodenych vzt'ahov dostaneme nasledujuce rovnice symetrickej retazovky:
a) rovnica prichybovej ¢iary
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b) osova sila

¢) pevnostna podmienka

= =T
=~ mar o o dow
*2
H
“min E
d) deformovana dizka retazovky
6VHE ) 4
e) celkové prediZenie retazovky
1,3
ﬂ.S‘ = E .u," - l i E_
S SVH) 4
f) pociato¢na dizka retazovky
s,=s5—hg

Poznamka:

Pre pripad, Ze st splnené predpoklady uvedené v tivode k tejto kapitoly, je potrebné pouzit
presné vztahy vedice na rovnicu vlakna typu kosinusu hyperbolického. Tieto vzt'ahy moZno
najst’ v praci: Fecko, S. - Ziaran, J. - Varga, L.: Elektrické siete, Edi¢né stredisko SVST,

Bratislava 1990.
RieSené priklady ret’azovky

Priklad ¢.1 Symetricka retazovka

Elektrick¢ lano AlFe 240/39 ma rozpdtie / = 300m. Prierezova plocha vodi¢a je S =
281,6mm’, menovita hmotnost’ vodi¢a je m = 0,9844 kg/m, Gomu odpoveda spojité zat'azenie
g = 9,844 N/m. Modul pruznosti lana je E = 73861 N/mm’, zarudena tahova sila je F, =

76943 N s odpovedajucou medzou pevnosti Tr=F oS =273,23 N/mm?. Dovolené naméhanie

v tahu je Fam= 51,79 N/mm>.

Treba urcit’:

a) Maximalnu osovu silu od spojitého zatazenia g: Ny = ?
b) Minimalnu osovu silu N, = H="?

¢) Maximalny priehyb lana y, =y =y ="?

d) Pévodnut nedeformovani dizku lana s

RieSenie

a) Maximalnu osovu silu vypocitame z pevnostnej podmienky:
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Po dosadenti je hrani¢nd hodnota tahovej sily Ny, =281,6 . 51,79 = 14584,064 N.
b) Minimalnu tahovt silu N,,;, = H vypocitame zo vzt'ahu

| P
AT rr r“ 1 I r'L“' I
n_ . = ik |
L 1 [
§ 20T )
I .
| a i
o= Jae _E
4412 o[ S ¥ma P
i 4

Riesenim je sila H = 14509,12 N
Z riesenia vyplyva, Ze tahova sila sa po dlzke retazovky vyrazne nemeni.
¢) Maximalny priehyb ret'azovky

__j_fmm_: = ___']_.F =___']_.-"__I1 = =
d) Povodna dizka lana

3 2
.S'D=S—1’_"'L.S'=f+£—[i] A

7)) B3| 12\ H

JE :
I+ (i] = 200.3078 m

pricom deformovana dizka vodi¢a s = 300,5178m, a celkové prediienie & §=0,2099m.

5.5 PRIKLADY RIESENIA ULOH CISTEHO TAHU - TLAKU

a) Staticky urcité ulohy namahania osovou silou
Ulohy tohto typu mozno uvedenymi metodami riesit’ takto:

1. Zostavime matematicky a fyzikalny model rieSenej Ulohy na prat (ty€) zatazeny
osovymi silami.

2. Podl'a poctu nespojitosti prierezu a zat'azenia pruta si zvolime prislusny pocet usekov

a v nich myslené rezy.

3. Do myslenych rezov vlozime vyslednicu vnutornych sil N(x)=o(2).5(x) v kladnom
zmysle (von z rezu).

4. Zo statickych podmienok rovnovahy odrezanej casti tyCe urime vyslednicu

vnutornych sil, pripadne napétia v prislusnych rezoch.

5. Nakreslime priebeh osovych sil N(x) a napitia & (x) po celej dizke tyce.
6. Urcime nebezpecny prierez a urobime pevnostny navrh tyce.

7. Vypoéitame celkové predizenie tyce.

Priklad 1
Tahadlo Stvorcového prierezu (obr.5.33a) je namdhané silami F. UrcCite prierez pruta a jeho

celkové prediZenie, ked’ je dané :F’E’E’ Tx- 51
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RieSenie

Model tahadla je zndzorneny na obr.5.33b. V d’alSom vypocte zanedbame oslabenie prierezu
tahadla dierami pre spojovacie koliky. Vzhl'adom na nespojitost’ zataZenia treba zvolit' dva
useky na ty¢i (I. a II.) a v nich myslené rezy. Bod 3. uvedeného postupu je zrejmy z obr.5.33c,
d. Z podmienky rovnovéhy sil do smeru osi x pre osovu silu v myslenych rezoch x; a x;
mame:

b o A N e . _f__‘._F
”k‘"l,-' T = - UI;‘I‘I,'I_F
25
N(x)-F-F=0 — g[@):?
| X 2
N/ /I HIIIY LA, xaE (12, 1) 5
N(xgjz'j(xzj's
o]
o | I 4
o A %y € [0, 12) |
:: F ] Nl::l:ﬂ: Ijl::l:.lj' = i
= — o
o J JiG : ) " m
= F | | i ]
~ | ! ]
4 ASSY | | | ]
= :
A i ] IE CE
* * b c) d) 8]
£ E 3'
2 2

Obr.5.33 Vypocet napitia

Priebeh napitia po dizke tyée je znazorneny na obr.5.33e. Ty¢ je namahana Gistym tahom.
Nebezpecny prierez sa nachadza v mieste maximalneho napétia

2F
e =
Ry
teoreticky v 'ubovol'nom reze z intervalu ( //2, [ ). Pevnostna podmienka je
e = o
A
R Ty

Celkové predizenie tyée bude rovné suétu predizeni jej dvoch tsekov
H2 37 .y
A=Al +AT 5= | in) g [ Mix) 38 B A
B ES 28E  2EY ES

0
Z vysledného vztahu pre Al vidiet, ze celkové prediZenie je dané tiez stétom prediZeni od
jednotlivych zatazujicich sil. Ak uvazime aj vlastnt tiaz, musime do tazisk jednotlivych
odrezanych casti vlozit' objemovu silu, ktora je imern4d objemu odrezanej Casti tyce (obr.
5.28a, b).

ird
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U(@.S 1 .f';
i) [
Il. Fi
1 — ?.—é S
G':Iﬂ'S F Y *F N — —
I . - ;,-* %
G(I‘T\“’}' 2 '}1“‘9@ — /
| ] F
F F =
a) b c)
Obr.5.34 Zat'azenie vlastnou tiazou
Pre usek 1. a II. mame:
xlel:D,HE) xge[ffz,.f)
Flx )5 -CG(x)-F=0 olx)S-F-F-G[x)=0
Clx)=V(x)yr=~Sxny Glx)=V(x)r=~Sxny

F 2K
:>cr[x1):§+}f.x1 ig[xz):?+}f.xg

Napitie & (x;) a < (x,) st dané suétom napitia od zatazujucich sil F a vlastnej tiaze ¥ . Ich
priebeh je na obr. 5.33c. Nebezpecny prierez je v mieste votknutia, kde

Ty = — TV 20,
Prierez tyce
g=_2F
T ~ }"-*‘?
Pre celkové predizenie tyce plati:
M x LW B F4+yrx S L(2F +yx 2
A=Al +A] 5= ]—ﬂ( l)dx1+j—[xf*).;fxg= j—d( P 5) ot j[ 1) gy = 25
y B i B ] ES i B 2ES 2R

Z priebehu napédtia 5.33e a 5.33c vidiet, ze vyuzitie unosnosti prierezu je efektivne len v
nebezpecnom priereze. Ostatné prierezy s vyuZité nehospodarne. Preto treba volit’ prierez
tyCe odstupniovany, prispdsobeny vel'kosti osovych sil v jednotlivych tisekoch.

Priklad 2

Rieste ulohy staticky urcitého tahu (tlaku) podla obr. 5.35a, b, c. Urcite priebeh napitia a
celkové prediZenie (skratenie) tyGe. Z pevnostnej podmienky uréite velkost nebezpe&ného
prierezu. Ulohy rieste vieobecne postupom zhodnym , aky bol pouZity v priklade 1.
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Obr.5.35 Priklady uloh

b) Staticky neurcité ulohy namdhania osovou silou
Ak nemozno osovu silu uréit’ zo statickych podmienok rovnovéhy, uloha je staticky neurcita.
V tomto pripade treba rovnice rovnovahy doplnit’ deforma¢nymi podmienkami.

Postup rieSenia

1. Ulohu staticky neuréitd nahradime ulohou staticky uréitou, a to tak, ze prebyto¢nu
vizbu odstranime a nahradime ju staticky neurcitymi reakciami.

2. Podla poctu staticky neurcitych reakcii napiSeme prislusSny pocet deformacnych
podmienok (napr. celkové predlZenie alebo skratenie tyCe je nulové) a z nich
vypocitame staticky neurcité reakcie.

3. V dalSom postupujeme ako pri tlohéch staticky urc¢itych s tym, Ze vypocitané staticky
neurcité reakcie povazujeme za d’alSie vonkajsie zat'azenie.

Riesenie takychto uloh je uvedené v Casti internetovej u¢ebnice "Priklady".
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Ucebny ciel kapitoly

Po prestudovani tejto kapitoly by ste mali ovladat™
e Definicia napétosti v bode telesa.
e Druhy napitosti v bode telesa.

e Odvodenie vztahov pre normélové a Smykové napdtie v 'ubovol'nej rovine
prechadzajicej danym bodom pri jednoosovej napétosti.

« Co st to hlavné normalové a hlavné $mykové napitia.
« Co su to hlavné roviny napitosti.

e Uviest priklady jednoosovej napitosti.

e Ako je definovana rovinna a priestorova napitost’.

e Uviest priklady rovinnej a priestorovej napétosti.

e Ako je definované pretvorenie v bode telesa.

« Co su to hlavné pomerné prediZenia.

« Ako je definovany invariant pomerného prediZenia.

6.1 POJEM NAPATOSTI

Uvazujme hmotné kontinuum zat'azené vonkajSimi silami. Zodpovedajuce hmotné body vo
vnutri telesa posobia vzdjomne na seba ploSnymi silami, ktoré nazyvame vektorom napitia.
Napitie p v 'ubovol'nom bode telesa bude funkciou velkosti plosky, na ktorej posobi vektor
napdtia, jej orientacie vzhl'adom na vztazny suradnicovy systém a od polohy uvazovaného
hmotného bodu. Orientacia sledovanej plosky "hmotného bodu" je dana volbou rezovej
roviny. Ked’ze danym bodom mozno prelozit’ nekonecny pocet rezovych rovin, v danom bode
mame nekonecny pocet vyslednic vnutornych sil. Napdtost' v bode telesa je mechanicky stav,
dany sthrnom napéti v jednotlivych rezovych rovinach, ktoré mozno danym bodom prelozit’.
Vzhl'adom na tenzorové vlastnosti napdtia je napitost’ v bode dokonale urcend, ak pozname
napédtia, posobiace v rovindch elementdrneho hranol¢eka (fyz. model hmotného bodu).
Napiétost’ vo vSeobecnosti delime na:

1. priestorovu (trojosovu),
2. rovinnu (dvojosovi),

3. priamkovu (jednoosovu).

Na urcenie druhu napitosti v bode telesa, sposobenom vonkajSimi silami, uvazujme
elementarny hranol dx, dy, dz (obr. 6.1). U¢inok odstranenych ¢asti nahradime vnutornymi
silami.
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Obr.6.1 Napétost’ v bode telesa

Napitie moéze byt vo vSeobecnosti rozlozené po priereze nerovnomerne, no na stenach
elementarneho hranola toto rozloZenie moéZeme pokladat’ za rovnomerné. Vnutorné sily
pripadajiuce na jednotku plochy, teda vektory napitia, prechadzaji taziskami prislusnych
ploch.

Z podmienok rovnovahy hranola je zrejmé, Ze Py = PPy =Py FPs =Pz

Ak st vSetky napdtia nenulové, ide o priestorovii napdtost. Ak najdeme polohu
elementarneho hranola v telese tak, ze v dvoch protil'ahlych stenach budu napétia (napr. p.)
rovné nule (obr. 6.2) a v ostatnych stenach st napdtia nenulové, ide o napdtost rovinnii.

1 - ¥

2

px‘__,.-— dy

Obr.6.2 Rovinna napétost’

Ak mo6Zeme dat’ elementarnemu hranolu v telese takt polohu, aby napr. p, a p. boli rovné nule
(obr. 6.3), musi byt p. = o, potom hovorime o priamkovej napdtosti.
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Obr.6.3 Jednoosova napétost’

Obr.6.4 Trienie & a ¥ v rovine L

Z uvedeného vyplyva, ze rovinnd a priamkova napitost’ su Specidlne pripady priestorovej
napétosti. Dalej si ukdZzeme, ze ak pozndme napétia v rovinach elementarneho hranola, potom
mozno z nich ur¢it’ napétia v 'ubovolnej inej rovine, prechadzajicej danym bodom.

6.2 PRIAMKOVA JEDNOOSOVA NAPATOST

Ulohou bude z napitia oy uréit’ napitia v Pubovolnej rovine #, ktora prechadza danym
bodom. To nam potom umozni klasifikovat’ napitost’ v danom bode a urcit’ roviny, v ktorych
si napitia extremalne. Elementarny hranol rozreZeme rovinnou # (obr.6.3 a 6.4). Z
podmienok rovnovahy vnutornych sil elementu (obr.6.5) do smeru normélovych a Smykovych
napati dostaneme:
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Obr.6.5 Rovnovéha vnutornych
sil

DR =0 gdi -0, cospdi=10
DA =0 rdY-o sin@edsS =10

a3
S = B , ) _
Pretoze COS@ napitia v rovine #buda; T T TxFUE P TT Ty LG LOSE
Ak pouzijeme vztahy:
2
cos e L4 Cos 2
2
. in 2
SIN P COE R = Sl
2
potom
T, O,
o=—+—"Trcos i@
2 2

T, .
r=—2 350 2@
2

Kedze v tychto rovniciach nevystupuje plocha dS a ani Ziadna materidlova konstanta, napétie
T a Tzavisi len od “%a uhla ¥. Hladanim extrému pre napitie < zistime, Ze normalové

napétie je najvacsie v rovine kolmej na o (=0 :
[Cr]p_lj = I:FII].EII}{ = Crx

—_ [n}
a minimalne v rovine na fiu kolmej (p=507,

[G‘]P_% =gy, =0

V tychto rovinach je Smykové napétie rovné 0. Naproti tomu Smykové napétie je maximalne v

rovinach uréenych uhlami %= 45° ,resp. P 1357
.
[t] v =tgm=—
i 2
o= &
4

pricom normalové napdtie tam nie je nulové. Znazornenie priamkovej napétosti pri ¢istom
tahu (tlaku) je zndzornené na obr. 6.6. Z velkosti napétia v jednotlivych rovinach je zrejma
volba rezovej roviny (kolma na osové sily) pri namahani osovymi silami. V tejto rovine je
napéitie maximalne, a ked’ nema nastat’ porusenie tyce, potom

e = T = CFigow
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Obr.6.6 Napdtie < a T vo vybratych rovinach

6.3 MOHROVA KRUZNICA JEDNOOSOVEJ NAPATOSTI

Priebeh napitia @ a T v rezovych rovinach v zavislosti od uhla ¥mozno znazomit® graficky,
ked’ rovnice prepiSeme na tvar

oy

fod
F——L=—L cos 2

i

r=—L gin 2

2
a3
2
Po umocneni a s¢itani tychto rovnic dostaneme:
(%) +-(%)
o——| +7° =| =+
2 2
Ak vo zvolenom stradnicovom systéme vynaSame na os x napdtia < a na os y napdtia ©,
potom vyslednd rovnica je rovnicou kruznice

Il;r—mzlzﬂyr4 =K

G-?f
=
ktorej stred lezi na osi < vo vzdialenosti 2 od pociatku suradnicového systému, ma
R=Zr
polomer 2 . Tato kruznicu nazyvame Mohrovou kruZnicou napitia (obr. 6.7). Medzi

elementarnym hranol¢ekom a Mohrovou kruznicou plati tato zavislost’

Kazdej rezovej rovine elementarneho hranola zodpovedd na Mohrovej kruznici
jednojednoznaéne jeden bod, ktorého stradnice si hodnotami napédtia ¢ a © v prislusnej
rovine.

Postup grafického rie§enia napitia < a ¥ v l'ubovolnej rovine # je takyto:

1. Pre dané °* zostrojime Mohrovu kruznicu (obr. 6.7).

2. Od bodu na kruznici, ktory zodpoveda rezu £y elementirnom hranole, nanesieme

stredovy uhol 2 ¢ v rovnakom zmysle, ako v elementarnom hranole (vzdy od Sku H

).
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3. Sprievodic stredového uhla 2 ¢ vytina na Mohrovej kruznici bod g, ktorého stradnice

v e , v . . vy T
urcuju v prislusnej mierke velkost napéti ©a "0

Mohrova kruznica Cistého tahu (obr. 6.6) je zndzornena na obr. 6.7.

T [

Obr.6.7 Mohrova kruznica jednoosovej napétosti

6.4 ROVINNA (DVOJOSOVA) NAPATOST

Uvazujme rovinnu napétost’ zadanl napétiami p, a p,, (p- =0) podl'a obr.6.8.

¥

Obr.6.8 Rovinna napétost’

oy

Tieto napétia rozlozime do smerov suradnicovych osi. Dostaneme tak normélové napétia ~*a

F, o . wo Ty T - < . s T “fox A 1

*a Smykové napdtia ®, "% Prvy index Smykového napétia, napr. ", znaci, ze posobi na
ploske kolmej na os x. Druhy index oznacuje smer poOsobenia napétia.
Z momentovej podmienky rovnovahy vnutornych sil k bodu s dostaneme:

DM, =0 r,dxdz %y+ Ty A2 d%— Ty dz. %— T dyidz. d—; =0
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a po uprave

Tip = Tpp =T

Pretoze elementarny hranol je vlastne bodom telesa, mozno vSeobecne povedat, Ze v ur€itom
bode telesa st v rezoch vzdjomne kolmych Smykové napitia rovnaké a smeruju bud k
priesecnici, alebo od nej a nazyvame ich zdruzenymi Smykovymi napdtiami. Oznacujeme ich
potom podrla toho, ku ktorej osi (priese¢nici) smeruju. V naSom pripade to je os z. Podobne to
plati aj pre Smykové napitia v ostatnych rovinach elementarneho hranola, napr. P = T Tty
pod.

Napitia v myslenom reze #uréime z podmienok rovnovahy odrezanej ¢asti hranola (obr.

6.9):

t
vds’x

T
i*_L
1:2

Obr.6.9 UrCenie “a T

2 R=0 gdy —[r, 45"+, dS") cosp —(fx.cfS'+r:rde“)_sin g=10
2R =0 odS-(o,dS +r,45") sinp—(o,dS +r,.dS").cosp=0

Ako vsak vidiet z obr. 6.9, plati: di" =diS.cos@, di” =dS.sn @
Dosadenim tychto vzt'ahov do predchadzajucich rovnic dostaneme:

_ 2 - 2 :
F = (F,. CO8 q:a+cry.s1n @+Er, 5N @.cos@
T =0 Sl Q008 @~ 0, SI @ Cos P+T, 80" @— T, Cos™ @

Tieto rovnice mozno d’alej upravit’ pouzitim vztahov:

1+ cos2
cos® @z#

sin? g l—cos 2
2
2R P COS P= 50 2@
a d’alSej uprave do tvaru
o tF, O .—a

= > *+ > Y cos2@+r,.sin 2

T~ Ty
T :T.sm 2Q— T, COSZP

Z poslednej rovnice vidiet', Ze napitia  a T v reze *, ktory je odkloneny od rezu £o uhol P
, su nezavislé od dS a materidlovych konsStant. Podobne ako pri priamkovej napétosti mozno
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urcit’ rezy 1. a II., v ktorych normélové napédtie nadobuda exrémne hodnoty. Hladanim

. . = . . a2 L, eF o o
extrému funkcie (#) ndjdeme maximalne (1) a minimalne (~?) normalové napitie v
tvare

)
opa = 7, +, + [r:rx cryJ +r§
2 2
Roviny I. a II. nazyvame hlavnymi rovinami a napitia “1a P2y nich posobiace hlavnymi
napditiami. Dalej by sme zistili, Ze v hlavnych rovinach st $mykové napitia nulové a hlavné

roviny napdtosti su navzajom kolmé.
Podobnym postupom pre maximalne Smykové napétia dostaneme:

2
Ty — G, 5
T, =% [T] +t,

Extrémne Smykové napitia, posobiace v dvoch vzdjomne na seba kolmych rovinéach, sa od
seba liSia len znamienkami (o znovu len potvrdzuje zékon zdruzenych Smykovych napiti). V
rezoch, kde pdsobia extrémne Smykové napétia, sucasne posobia i normalové napidtia. Ak
urobime sucet hlavnych napéti definovanych rovnicou pre maximalne a minimalne normalové
napétie, dostaneme:

0 +0, =0, +T, = const
To znamend, ze sucet normalovych napéti v dvoch 'ubovolnych na seba kolmych rovinach v
tom istom bode telesa je konStantny a je rovny suctu hlavnych napéti. Tento sucet je
invariantny vo¢i vol'be vzt'azného suradnicového systému v danom bode.
Preto tuto rovnicu nazyvame 1. invariantom napéti. Pre rovinnu napétost mozno obdobnym
sposobom ako pri jednoosovej napitosti zostrojit Mohrovll kruznicu. Tato kruznica je
grafickym zndzornenim rovinnej napatosti v bode telesa.

6.5 PRIESTOROVA NAPATOST

Vo vsetkych troch rovinach EH posobia nenulové napétia. Priestorova napétost’ je zadana

F. T

. 7, 7 TRV APPSR S
tromi normalovymi napédtiami ~*, ~*, ~%a tromi zdruzenymi Smykovymi napdtiami ¥, *a

Fz (obr. 6.10), z ktorych mozno urit’ vektor napitia v F'ubovolnej rovine EH.
W oa

Obr.6.10 Priestorova napitost’
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Zo zloziek tenzora napitia mozno urcit’ tri hlavné normalové napitia (ako hlavné hodnoty
tenzora napétia) %1, %2,
rovinach I, II, III.
Pomerne zlozitym postupom mozno zostrojit aj MK. PodrobnejSiu analyzu priestorove;j
napétosti vSak neuvadzame a pri potrebe riesit’ takito napatost’ odporuc¢ame pouzit literatiru
uvedené v zavere skripta. Treba vSak uviest’, ze rovinnd a priamkova napétost’ su Specialne
pripady priestorovej napétosti.

6.6 PRETVORENIE V BODE TELESA

Analyzou pretvorenia telesa nazyvame skimanie zmeny vzdialenosti dvoch vybratych
hmotnych bodov telesa. Pretvorenim v bode telesa budeme rozumiet deformaciu
elementarneho hranolceka. Ak elementarny hranol (obr. 6.11) je zatazeny rovinnou
napatostou, moézeme na zaklade zdkona superpozicie ucinkov jeho deformaciu rozdelit' na

2 | ktoré pdsobia v troch navzajom na seba kolmych - hlavnych

pretvorenia od normalovych napiti “x, % a zmenu pravého uhla EH od $mykovych napati

Tx'

YoV

H:CI
Ay
-=:q

A

Obr.6.11 Rovinna deformacia

PrediZenie stran hranola od normalovych napéti bude

hdx =g dx
Ady = g, dy
Vysledné pretvorenia EH je na obr. 6.12.
5
Ty
R
_,-—'-—""-_F_F-'-_F_F_F_F Ilr'r
_—,I Y J
i i B
- /{’J o
= = | < /

ol [T S ’

l / ds f;f /

i £ . !

S i ,
Iy j
iz /

/ v TE__F-M-' -
¥ éf; T
. dxil+ 2 .
- T4

Obr.6.12 Zlozky pretvorenia
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Uhlopriecka EH - ds sa zmeni na ds”’
ds =ds +hds = [l +£) ds
resp. podl’a obr. 6.12
ds = J[(1+Ex :I.:ix +;'.-»'15,1c:{:1;:|j +[(1+£}, :Iciy +;V23..c:t’x:|2

Ak potom celt rovnicu umocnime a vykratime ds a podl'a obr. 6.11 dosadime za

* COS P
ds

By
-~ =sn
efs v

dostaneme
(1+E:|2 = [[1+Ex:lcfx+}'lx.sin :1?]2 +[(1+Ey).:fy+}fjx.cos :p:r

, ‘o = . y . o s, £
Vykonanim vyznacenych operacii a prijatim predpokladov, Ze pomerné predlzenie #, "%, ¥ a

uhlové pretvorenia Nz Vargy oproti jednotke vel'mi malé, mozno ich Stvorce a siciny ako

veli¢iny malé, vysSich radov, zanedbat’ a tak po prave bude
E==£, cost @4 &, sin® g+ [;le +;Vgx:lsin P.oos P

Ak este oznac¢ime celkovi zmenu pravého uhla Y=V Ty pouzijeme tiez vztahy
1+ cos2 £, —£&
|:|::us2 w= v +-2 i
2
dostaneme po Uprave vzt'ah pre pomerné predlzenie uhlopriecky
g, + £, &£-F

v, .
£= + ? cos2@4+iE sin 2
2 2 v 2 v

GO 2:p+%.sin 2

L L, . .. L4 T, O, T Lo
Tento vyraz je analogicky s prvou rovnicou na ur¢enie ©z danych ~*, “*a "fv rovinnej
napétosti. V obidvoch rovniciach si navzajom zodpovedaju:

F -~ g r~z
2
¥

F, ~ & T ~£

X X z
2
Ty~ 5y

Pouzitim tejto analdgie mozno potom pouzit’ vSetky vysledné vzorce pre rovinnu napétost’, ak
prislusné napétia nahradime pomernym predlzenim a uhlovym pretvorenim. Pre hlavné
pomerné predlZenia a uhlové pretvorenia budu platit’ vztahy:

5 +5 £ —£F : 4
ga=— 2 | 2| pal
2 2 2

' .E':,t.—;E'}I

2
Podobne bude platit’ invariant pomernych predizeni
£ +&5 =5 +s5 =const

.sin2e1:a—y—£.cos 2@

ako aj fakt, ze mozno nakreslit Mohrovu kruznicu deformacie v bode telesa.

KedZe vo vSetkych tu odvodenych vztahoch sa nevyskytuje ziadna materialova konStanta,
platia tieto rovnice pre vSetky materialy, a to pre deformacie elastické 1 plastické, a to tym
presnejsie, ¢im st deformécie mensie.
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Ucebny ciel kapitoly

Po prestudovani tejto kapitoly by ste mali ovladat™

e Definiciu a matematické vyjadrenie Hookovho zakona jednoosovej a rovinnej
napatosti.

e Obsah Hookovho zékona priestorovej napatosti.

e Ako mozno urcit’ pomerni zmenu objemu.

e Vyjadrenie energie napatosti.

e Vyjadrenie zavislosti medzi modulom pruznosti v tahu (tlaku), Smyku a Poissonovou

konStantou.

Vzajomnu zavislost medzi napitim & a pomernym predizenim £ ty¢e nam vyjadruje Hookov
zékon v tvare

og=Fz
kde E sme nazvali modulom pruznosti materidlu v tahu. Platnost Hookovho zdkona sa
zovseobeciiuje aj pre rovinnu a priestorovi napatost’.

7.1 HOOKOV ZAKON PRI JEDNOOSOVEJ NAPATOSTI

Treba urcit’ pretvorenie elementarneho hranola, na ktory posobi len napétie Fx (obr.7.1).

Obr.7.1 Pretvorenie hranola

Pre smer osi x mozno napisat’ Hookov zakon:
o,  Adx

o, =85, =55 ="=—0
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Okrem prediZzenia % sa hranol priecne zuzi o rovnaké pomerné¢ hodnoty (vyplyva to z
pozorovania deformécie t'ahanej tyce)
_hdy = F

£, . =—t=-_1=
fy? b mE
hdz £, o,

g = =—"" =—

odz e .
Z toho vyplyva, Ze aj priamkova napétost’ vyvolava priestorové pretvorenie.

7.2 HOOKOV ZAKON PRI ROVINNEJ NAPATOSTI

Rovinna napitost’ je uréend napitiami %, 7y, Tr . Na zéklade zakona o superozicii u¢inkov
budeme vySetrovat’ pretvorenie hranola postupne od jednotlivych zloziek napitia (obr. 7.2).

Obr.7.2 Superpozicia u¢inkov

Vyjdeme z predpokladu, Ze normalové napitia spdsobia pomerné predizenie hran a $mykové
napétie sposobi zmenu pravych uhlov (pomerné skosenie) elementarneho hranola.

. F.
Pretvorenie od "% :

€F
g =
E
g=-—
mE
a3
g=-—
mE
. €
Pretvorenie od " :
F
g=——
i
F
)
F
g=——
i

Celkové pomerné predlienie bude:
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g4g=-_"12
FE L)

, . T, - r ’, 7 ~
Pomerné skosenie od "#je dané Hookovym zédkonom v $Smyku

£z

}’5_5

Posledné dve rovnice nazyvame rovnicami elasticity. Podobne ako pri jednoosovej napétosti,

aj pri priamkovej napétosti je pretvorenie priestorové. V Specidlnom pripade, ak “Fje vel'mi
malé, mozno ho v praktickych ulohach zanedbat’, a vtedy hovorime o rovinnej deformacii.
Z tychto rovnic mozno stanovit’ inverznu zavislost’

ME.E{ EyJ
&, = T 1 £, +—

4 e

m B g,
= e —I[Ey+;]
T, =0,

ktori nazyvame zovSeobecnenym Hookovym zdkonom rovinnej napétosti. Cahko moZzno
ukézat, Ze v maticovom zapise bude mat’ tvar

et B m K i
mh =1 w—1
Fx a x
m K pr H 0
Ty T e =1 wt =1 15
s 0 0o G|l

7.3 HOOKOV ZAKON PRI PRIESTOROVEJ NAPATOSTI

, v ’ . w,r CF F. F, T T T v ’
Postupnym uréenim pretvorenia hranola od napéati ~*, ~*, ~= "% ¥ "s(obr.7.3) a sCitanim

jeho zloZiek (podobne ako pri rovinnej napitosti) dostaneme:

Obr.7.3 Priestorova napétost’
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1[ cry+crxJ
£ =—=|F -
X 2
1 o, + o,
1[ crx+cryJ
£ =—=| o —
o) 2
_T?f
¥y o
T
:_}I
¥y o
y, =
e

Tieto rovnice predstavujii rovnice elasticky priestorovej napétosti. Inverzné vztahy k nim
znacia zovSeobecneny Hookov zakon priestorovej napatosti:

mE gte,+5;
o, = £, +
i +1 =2
mE %+%+%
»= £+
m+1 m—2
mE =, +EJ, +i,
= £,
Tomll F M2
T, =0,
r, =0y,
. =0y,
Upravou tychto rovnic mozno maticovy tvar Hookovho zakona (obvykle sa pouziva
v=r_
Poissonova konstanta )

o 1-v 1 1 00 0|
o, 1I-2v 1-2v 1-Zwv £,
a3 ! I-v ! 0 0 0]s,

1I-2v 1-2v 1-Zv
| 1 S G AR
el [1-2v 1-2v 1-2v Vs
Ty 0 & 0 Yy
L Tz 0 0 F 0|Ll¥:
i 0 0 0 G
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7.4 POMERNA ZMENA OBJEMU

Uvazujeme elementarny hranol s dizkou stran dx, dy a dz. Pretvorenie elementarneho hranola
Yy

je vo vieobecnosti dané pomernymi prediZeniami i & , a pomernymi skoseniami Vx|
als, Povodny objem hranola bol

AV = dxdvdz
Ak zanedbame vplyv zmeny pravych uhlov hranola na zmenu dizok jeho hran, bude zmena
objemu sposobena predlzenim hran hranola od pomernych predlzeni

aV'=(dx+hdx)(dy+Ady)(dz + Adz ) = (1+ g, ) (14 £, ) (1+ &, | drdydz
Po roznasobeni vyrazov v zatvorkach a zanedbanim mocnin veli¢in malého radu dostaneme:
dV'=dxdydz (1+£,+£,+£,|=dV +dV (g, +£,+£, |
z toho zmena objemu
AdV =dV'-dV =dV (s, +£,+¢,)

a pomerna zmena objemu

A"

H=—-=g+5+g

tj. je rovna siétu pomernych prediZeni stran hranola. Ak dosadime do pomernej zmeny
objemu rovnice elasticity, dostaneme:

@:m—_g(crx+cry+crx)
i

Pozndamka: V pripade vSestranného t'ahu alebo tlaku bude
Gy =G, =G, =p
¢o znamena, ze

-2
@=""%3,
L)
Pre nestlacitelné telesa je pomerna zmena objemu ® = U Potom musi platit m - 2 =0 a v tom

pripade m =2 (¥ =12,

Z hladiska fyzikalneho vyznamu pre rovnice pomernej zmeny objemu musi platit’:
m-izl=mzi
[V =10, 5)

[VED,5:|

V opaénom pripade, t. j. pre ® 2 < , by bola, ako to vyplyva z hore uvedenych

rovnic, pri viestrannom tahu pomernd zmena objemu ™ zaporna, ¢o zrejme, odporuje
skuto¢nosti.

7.5 ENERGIA NAPATOSTI PRI PRIESTOROVEJ NAPATOSTI

Celkova energia napitosti bude dana sti¢tom energii napitosti od jednotlivych napati %, Ty ,

A=4, +4 +.+4,

Vyuzitim vztahov zo 6.kapitoly potom plati:
1 1
A=—|o, sdV+ +-—|1,.
2 }'[ L 2 .I- z :Vx

¥
Merné energia napétosti (ne jednotku objemu) bude
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44 1
A= E= E(crx_gx +a,.8 +...+Tz.}’x:]
Ak pouzijeme rovnice elasticity, dostaneme:
1 2 T}
A= ﬁ(ﬂ'ﬁ +r'_Ti +or )— ;(crx.cry +o,0,+ r:rx.r:rx:l+ é
Ak je rovinna napdtost’ zadanad hlavnymi napétiami %1 T2y T (z=0) , posledna rovnica

prejde do tvaru

1 2
A= ﬂ[crlg+cr§+cr§—;[crl.crz + 7,0, +r:rl.r:r3;|:|

V pripade rovinnej napitosti treba do poslednych dvoch vzt'ahov dosadit T =Ty =7y =0 )

;=0
resp. :
V pripade jednoosovej napéitosti je len Fxrozne od nuly, resp. 71 je rézne od nuly.

7.6 VZAJOMNA ZAVISLOST MEDZI E, G A m

Medzi modulom pruznosti v tahu - tlaku £, modulom pruznosti v Smyku G a Poissonovou
konStantou m existuje zavislost’, ktort moézeme I'ahko odvodit’.

Uvazujme pritom elementarny hranol zatazeny samotnymi Smykovymi napdtiami (obr. 7.4a)
ako Specialny pripad rovinnej napétosti.

Ta

Sy

o
dx
T [ E—
II1 =T
o,=-T
Obr.7.4 Cisty $myk

Merna energia napdtosti prostého Smyku podl'a rovnice je

Mernt energiu napétosti prostého Smyku mozno vSak vyjadrit’ aj ako

1 2
A4 = ﬁ[crf+::r§,‘—;crl.crg]

=T, O,=—

kde podl'a Mohrovej kruznice napiti (obr.7.4) je ¥ a ak za tieto hodnoty

dosadime do poslednej rovnice, dostaneme:
_r'ﬂl:i 2+r3+—2r3 = ml r
2E

FEY mE

Rovnice pre A a"qlv tomto pripade vyjadruju mernu energiu napédtosti toho istého pripadu, a
teda musi byt’

4 =4
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tJ.
r _m+] .2
253 mE
a z toho modul pruznosti v $Smyku bude
mE

2[m+1)
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Ucebny ciel kapitoly

Po prestudovani tejto kapitoly by ste mali ovladat™
e Princip a vyznam hypotéz pevnosti.
e Zékladné hypotézy pevnosti, ich fyzikdlne a matematické vyjadrenie.

o Praktické pouzitie hypotéz pevnosti pre danti napitost’ a typ materialu.

Vicsina Gdajov o pevnosti materidlov sa ziskala laboratornymi skiskami namahanim tahom
alebo tlakom. Prirodzene, ze aj dimenzovanie suciastky namahanej prostym t'ahom bude
podla toho uloha velmi jednoducha. Treba splnit len podmienku, aby najvdcSie napitie

neprekrocilo hodnotu dovoleného namahania “é | ktoré pri va&sine hiizevnatych materialov
ma pre tah i tlak rovnaké hodnoty. Krehké materialy maju tieto hodnoty rozdielne.

Uz v predoslych kapitolach bolo spomenuté, ze dovolené namahanie sa urcuje tak, aby bola
zaruCend istd miera bezpecnosti oproti vzniku nebezpecného stavu (nebezpeénym stavom

rozumieme porusSenie alebo velkt trvali deformaciu). Pri priamkovej napitosti (kde “1=0a

%= 0) mozno vSetky medzné podmienky pre posudenie nebezpefenstva poruchy urcit z

laboratornych skusok v tahu alebo tlaku.
Pri rovinnej alebo priestorovej napdtosti, kde ani jedno z hlavnych napéti nie je rovné nule,
mobze byt zaCiatok nebezpecného stavu (t.j. stavu, kde dochadza k poruche alebo k velkym

, A - A T s A A
trvalym deformécidm) spdsobeny vSeobecne roznymi Ciselnymi hodnotami ~!, ~2, ~F.

Kazdej kombinéacii tychto napéti buda prislichat’ urcité nebezpecné hodnoty hlavnych napiti,
pri ktorych nastdva nebezpecny stav materialu.

Na urcenie tychto nebezpecnych napéti 1, @2 T by bolo treba naméhat’ vzorky materidlov
v laboratériach pri réznych vzajomnych pomeroch hodnét tychto napéti. Prakticky takéto
pokusy uskuto¢nit’ ani nemozno vzhl'adom na prevadzkové tazkosti, ale najma pre velké
mnozstvo skusok.

Treba preto najst’ spdsob, ako zostavit’ pri zlozenej napitosti podmienky pevnosti podla

hodndt medze klzu “#a medze pevnosti T ziskanych zo skusok pri priamkovej napitosti.
Nebezpecny stav, ¢i uz pri huzevnatych materidloch (okamih vzniku velkych trvalych
deformadcii) alebo pri krehkych materidloch (okamih vzniku trhlin) pri rovinnej a priestorove;j

. . ’ . . EF r r
napétosti, budeme posudzovat’ pomocou tzv. porovndvacieho napdtia ~*, ktoré samotné by
vyvolalo rovnaky nebezpecny stav ako skuto¢na rovinna alebo priestorova napédtost. Pri
dimenzovani sa spravidla kladie poziadavka, aby porovnavacie napitie bolo menSie ako
dovolené namahanie, teda

F, =g,

Velkost’ porovnavacieho napétia je definovana rézne podla jednotlivych hypotéz.

1. Hypotéza najviicSieho normdlového napiitia (Rankin, Clayperon)
Téato hypotéza predpokladd, Ze nebezpecny stav materidlu nastane vtedy, ked najvécsie
normalové napétie danej napitosti dosiahne hodnotu normalového napitia priamkovej
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napétosti, pri ktorom nastava lom (krehkych materidalov), resp. velké trvalé deformacie
(huzevnatych materialov).

Teda aj vSeobecne, ked’ vSetky tri hlavné napétia “1, 92 Fig0 rozne od nuly, treba pri

kontrole podrla tejto hypotézy ratat’ len s velkost'ou najvicsiecho norméalového napétia v tahu
alebo v tlaku, a ostatné napitia ako keby nemali vplyv na pevnost’ materidlu. Porovnavacie
napdtie bude v tomto pripade rovné maximalnemu hlavnému napéitiu
o, =0 =gy, pitlam o =0
a podmienka pevnosti podl'a tejto hypotézy potom bude
F, =) S

Tato hypotéza dava vyhovujuce vysledky len pre krehké materidly.

II. Hypotéza najviiiSicho pomerného predliZenia (Saint-Vénant)

Podl'a tejto hypotézy dochadza k nebezpecnému stavu materidlu vtedy, ked” pomerné
prediZenie (resp. skratenie) v ktoromkolvek smere danej napitosti dosiahne hodnotu
pomerného predizenia priamkovej napitosti, pri ktorej nastdva porucha.

Nebezpeény stav nastava teda pri pomernom prediZeni

Najvicsie pomerné predlZzenie pri vSeobecnej napétosti je dané rovnicou elasticity

a-1[o-22)

L

Porovnanim poslednych dvoch vyrazov dostaneme:
&, +
m

Podmienka pevnosti podl'a tejto hypotézy potom bude

F, + F;

=T

O, =th— =~ oy

Vyhovujuce vysledky dava tato hypotéza tiez len pre krehké materialy.

I11. Hypotéza najvicSieho Smykového napiitia (Guest-Coulomb)

Podl’a tejto hypotézy nastava pri vSeobecnej napitosti nebezpecny stav (porusenia) materialu
vtedy, ked’ najvicsie Smykové napitie danej napitosti dosahuje hodnotu Smykového napétia
priamkovej napétosti, pri ktorej nastava porucha.

Ked pripustime pri prostom tahu (obr.8.1) - Mohrova kruznica jednoosovej napitosti - pre

r r vy F. = F eewve v y vyt
normalové napétie hodnotu ~== — =5 potom najvicsie Smykové napitie bude
a3
thae = —
2

ktoré pdsobi v rezoch sklonenych pod uhlom %>k smeru tahového napitia T
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Obr.8.1 Jednoosova napétost’

T 131}::2} oy

01 o T 1

Obr.8.2 Priestorova napétost’

Maximalne Smykové napitie priestorovej napitosti (obr.8.2) podla Mohrovych kruznic
priestorovej napatosti bude
i S
Thae = T
Porovnanim poslednych dvoch vyrazov dostaneme:
0, =0y — @y prerovinnl napitost’ o, = o — o,
Podmienku pevnosti pre priestorovi napitost’ dostaneme v tvare
o, =th—g; Egciav
a pre rovinnd napétost’
Ty =)~ 0y 20y,
Tato hypotéza suhlasi dost’ presne so skutocnost'ou, najmé pri huzevnatych materialoch a pri
prevladajicom naméhani Smykovymi napédtiami (strih/Smyk, kritenie). Potvrdena je skaskami
vsestranného tlaku. Neplati pre krehké materialy.

1V. Hypotéza celkovej energie napdtosti (Beltrami-Haigh)

Podl’a tejto hypotézy nastava poruSenie materialu nezavisle od zlozenej napétosti vtedy, ked’
celkova energia napitosti danej napitosti dosiahne, resp. prekro¢i hodnotu celkovej energie
napétosti priamkovej napitosti, pri ktorej nastdva porusenie materialu.

Ked pri prostom tahu pripustime hodnotu normélového napétia “ in”’, bude energia
napétosti tejto priamkovej napétosti dand vyrazom
A= i
2E

Celkova energia napétosti pri priestorovej napitosti je
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1 2
= E[Gf +C’§ +C’§ _;(Jl-gz"' lzrz-'srz"":ﬁ-'srz:':|

Porovnanim obidvoch energii napétosti dostaneme:

_ 2 2 2_
F, = Jcrl +Fy + o ;[crl.crz+crj.cr3+crl.cr3:|

Podmienka pevnosti pre priestorovi napitost’ podl'a tejto hypotézy je

I A B S
&, = Jr:rl + o + 3 —;[crl.crz+crg.cr3+crl.cr3) T

a pre rovinnd napdtost’, kde 9=, bude

_ 2 : 2
&, = Jr:.rl + —;crl.cr2 = T

Tato hypotéza suhlasi so skutocnostou pri hizevnatych materidloch pri napétosti, ktora
spdsobuje zvacsenie objemu.

V. Hypotéza energie napiitosti pre zmenu tvaru (energie napdtosti Smykovych napditi -
Huber-Misses-Hencky (H-M-H))

Podl’a tejto hypotézy nastava poruSenie materidlov nezavisle od zloZenej napétosti vtedy, ked’
energia napdtosti pre zmenu tvaru danej napdtosti prekro¢i hodnotu energie napitosti pre
zmenu tvaru priamkovej napétosti, pri ktorej nastdva porucha.

. . . . . wee R Oy (F . . e
Ked’ je priestorova napétost’ dana napdtiami %, ~2, ~*, potom merna energia napitosti pre
zmenu tvaru

+1
A= %[gf +a§ +a§ —Iiu:rl_r;r2 + . +Jl.cr3)]

Mernu energiu napétosti pre zmenu tvaru pri jednoosovej napétosti dostaneme tak ked’ do nej
=0, ;=0 gy=0

dosadime 5 . Potom bude
Fi +]. a
= —F
A g

Porovnanim tychto vzt'ahov s upravou, podobne ako v predchédzajucej hypotéze, podmienka
pevnosti potom bude

R S R B
o, = ‘jr:rl toyto; — (o, o, g a0y 20,

. , . 4 ey P F. F-
a pre rovinnu napatost’ danti napdtiami 1, ~2, ~3=0 bude

_ fz, =
F, = Jﬂ'l +oy OO, S0,

Skuasky ukézali, ze tdto hypotéza ddva najpresnejSie hodnoty pre huzevnaté materidly okrem
vSestranného tahu, keby podla tejto hypotézy material zniesol nekonecne velky vSestranny

tah (1 = 2= Fi=p tj.. T=0).
Pozndmka: Vsetky pevnostné hypotézy su vyjadrené pomocou hlavnych napiti a tak pre

jednotlivé pripady naméhania bude vzdy potrebné najprv urcit hlavné napitia pre dana
napétost’ a potom ich dosadit’ do prislusnej hypotézy.

Priklad 1

Velmi casty je pripad rovinnej napétosti danej napdtiami “ a ¥ (obr.8.3). Urcime pre takyto
pripad podmienky pevnosti podl'a jednotlivych pevnostnych hypotéz.
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Obr.8.3 Rovinnd napétost’

Hlavné napétia pomocou Mohrovej kruznice (obr.8.3b) budt definované vzt'ahmi:

0 = %+% o +45

0, = g1 & +4¢?
2 2
a potom podla jednotlivych pevnostnych hypotéz bude

I Hypotéza najvicésiecho normalového napitia

’ , PYCR ¥ , ’ , .
Dosadenim za hlavné napétie ~!hore uvedeny vyraz, a po Gprave dostaneme podmienku
pevnosti v tvare

o, =05F+05 ot +4¢? s

II. Hypotéza najvicsieho pomerného prediZenia

Dosadenim za hlavné napitia %1, “2hore uvedené vzt'ahy, podmienka pevnosti podla
tejto hypotézy po uprave bude

o, =0350+0,65Jc* +4¢° =,

I11. Hypotéza najvicésiecho Smykového napdtia
2]

’ F. ’
Dosadenim za ~!, ~2, po uprave dostaneme:

o, =~ +4td 2oy,

IV. Hypotéza celkovej energie napatosti
2]

, “2a za m = 10/3 dostaneme:

o, = +2,60° 20,

V. Hypotéza energie napétosti pre zmenu tvaru (H-M-H)
Dosadenim za hlavné napétia do tejto hypotézy, podmienka pevnosti bude mat’ tvar:

g, =0 +3° 2o,

Dosadenim za

Priklad 2
Ked’ je dand rovinna napétost’ len samotnymi Smykovymi napétiami (obr.8.4a), potom, ako to
vidiet’ aj z Mohrovej kruznice napéti (obr.8.4b), hlavné napitia budi:
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l31=1:

T, =-T

Obr.8.4 Cisty $myk
& =7
&y =—T

a potom podla jednotlivych hypotéz bude

I Hypotéza najvicésiecho normalového napitia

T
, dostaneme:
F, =T =T,

Ked’ dosadime za

a z toho
T:z‘m' = G-:islv
II. Hypotéza najvicsicho pomerného prediZenia
Ked’ do tejto hypotézy dosadime za Gr=ragy ="t po uprave bude

o, =L3r=a,,
a z toho
T =W, 77 g,

I11. Hypotéza najvicsicho Smykového napitia

=trada,=—7
E , dostaneme:

Tam = U.50,,

Ked’ do tejto hypotézy dosadime %1

IV. Hypotéza celkovej energie napatosti

g =Tag,=—7 ,
1 2 am = 10/3, po Gprave dostaneme:

o, =L6lr 20,

Ked’ do tejto hypotézy dosadime

a z toho
T =W, 520,,

V. Hypotéza energie napitosti pre zmenu tvaru (H-M-H)

Ked’ do tejto hypotézy dosadime S1=T a2 =7 Jostaneme:

og,=1L73r20,,

a z toho
T = 0,570y,
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Ako vidiet, podla jednotlivych pevnostnych hypotéz dostdvame rozdielne hodnoty
dovoleného namdhania v Smyku v zavislosti od dovoleného naméhania v tahu. Vyhovujuce a
najviac sa priblizujuce skutoc¢nosti davaju vysledky ziskané zo IV., resp. V. hypotézy, to
znamena, 7ze dovolené naméahanie v Smyku je asi 60% dovolené¢ho namahania v tahu, t.j.

Tam = W60,
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Ucebny ciel kapitoly

Po prestudovani tejto kapitoly by ste mali ovladat™

Charakteristiku kvadratickych momentov prierezovych ploch.

Ako je definovany kvadraticky moment plochy k osi a k p6lu.

Ako je definovany deviacny moment plochy k suradnicovym osiam.
Definiciu Steinerovej vety a jej pouZitie.

Co su to hlavné (centralne) momenty zotrvaénosti (kvadratické momenty) prierezovej
plochy.

Co su to centralne osi zotrvagnosti prierezovej plochy.
Ku ktorym osiam je devia¢ny moment plochy nulovy.
Ako sa urc¢ia kvadratické momenty plochy k nato¢enym osiam.

Matematicke vyjadrenie kvadratickych momentov ploch pre zakladné typy prierezov
(obdlznik, Stvorec, kruh, medzikruh)

Ako mozno ur¢it’ polohu taZiska plochy prierezu pomocou statickych momentov.

Pri rieSeni zdkladnych pripadov namahania - ohybu a kritenia - narazime na urcité typy
plosnych integralov, ktoré nazveme momentovymi charakteristikami prierezu. Preto sa nimi
budeme teraz zaoberat’ podrobne;jsie.

9.1 MOMENTY ZOTRVACNOSTI (KVADRATICKE
MOMENTY) A DEVIACNY MOMENT PRIEREZU

Uvazujeme vSeobecny rovinny prierez, ktorého plocha je S (obr.9.1).

':lI"I.

0

Obr.9.1 Kvadratické momenty plochy

Vybratd elementarna ploska dS je vzdialena o hodnotu #od pociatku vztazného
stradnicového systému.
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Moment zotrvacnosti prierezu (kvadraticky moment prierezovej plochy) S k osi z, resp. y je
definovany vztahom

I=[y%as
&

2
I, =[z4ds
&
Polarny moment zotrvacnosti (kvadraticky moment) plochy S k polu O je definovany
vztahom
2
I,=|plas

5

2
po dosadeni za ¥ =)? + 2% bude
I, =[(2*+y s = [ a5+ | ylas =1, + 1,
s 3 s
2
Ked’ze velitiny 2%, y* a ¥ st vzdy kladné, st aj vietky momenty zotrvacnosti (kvadratické
momenty) kladné a majt zakladny rozmer [m?].
Deviaény moment plochy S je definovany vztahom

D, = | zyds
K

Z hore uvedenej rovnice vyplyva, ze deviatny moment méze byt kladny, zaporny alebo
nulovy. Deviacny moment plochy S k osiam z a y je nulovy, ak aspon jedna z danych osi je
osou symetrie prierezu.

Z definicie ploSnych integralov vyplyva, ze ak rozdelime prierez na niekol’ko casti, bude sa
celkovy moment zotrvacnosti alebo deviaény moment rovnat’ stctu prislusnych momentov

tychto Casti, prirodzene, k tym istym osiam. Teda
R

f“‘:.z;*f’" Iy:.zllfx, Dﬂ:Z{Dﬂ

9.2 STEINEROVA VETA

Pomocou Steinerovej vety ur¢ime momentové charakteristiky prierezu k posunutym
(rovnobeznym) osiam prierezu (obr.9.2).

Obr.9.2 Steinerova veta
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Moment zotrvaénosti napr. k osi z plochy S je definovany vzt'ahom
1= [%ds = [(y +m)ds = [ y2dS + [ mdS + [wdS = I, +04m'S = [, + 'S
5 & & & &

[yds=0
Je zrejmé, ze ° , preto vyjadruje staticky moment plochy S k osi predchadzajtce;j
taZziskom.
Podobne mozno ur¢it moment zotrvacnosti k osi y

lp=1,+4S8

Podobne moment k posunutym osiam je
Dy =[2'y'dS = [(z+n)( y+ m)ds = [ 2dS + 2] ydS +m| 2d5 + [ S,

4 4 5 4 4

&

kde
[zvas = o,
=
[as=5
&
[2ds = [ yas =0
& 5
Potom
Doy = D, +mnd

Hore uvedené rovnice si matematickym vyjadrenim Steinerovej vety, ktora hovori:
Momentové charakteristiky prierezu (L, I, D.,) k posunutym osiam su rovné suctu
momentove]j charakteristiky (-, 1,, D,) k osiam, ktoré prechadzaji taziskom prierezu a
prirastku, danym su¢inom velkosti plochy prierezu a Stvorca posunutia osi (pri deviatnom
momente je to sucin obidvoch posunuti osi).

9.3 MOMENTY ZOTRVACNOSTI K NATOCENYM OSIAM

Momenty zotrvacnosti a deviaény moment k nato¢enym suradniciam z a y st (obr.9.3)

¥

Obr.9.3 Kvadraticky moment plochy k natoc¢enej osi
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I=[y%as
5

I,=[z%as
i
D, =[z'y'ds

bl
5

Pri transformécii povodného stradnicového systému z, y nato¢enim o uhol ¥do novej polohy

z', y' plati transformacny vztah
z' cosg sinegp ||z
¥ B —sing cos@ ||y

Pouzitim tohoto transformacného vzt'ahu momenty zotrvacnosti a deviacny moment bude
: 2 : :
i.= I[—z sifl @+ Vv oos :p) i = _I-zg sin® g — EJ-zysm:pl:os g?dS+.|-y3 cosquds =
3 3

&

fysm p+i cos® @— ED ST PCOS P
I zcosq::+ysmq::;l do=..=1,cos q;'+fxsiﬂ:4 p+2l, cos poin @
2

Dy = I[z Cos @+ ¥ain q:-':l [y COS— Z 5in :p]ciS =
4

= Izy cos” q;'a'ﬂ’l:?+.I-—z2 Cos Ein gy +_|._y2 Sifl Pros @y —
3 [ 2

—I}Esing ey = Ly cosp— I cos@gan g+ sin@peosg—
5

—Dx:psing F= (fx—fy:lcos psin g+ O, (l:c:vs2 p— sin’ q?)

Uvedené rovnice mozno este upravit pomocou vztahov:
5 1+ cosdeg

cost @ =
v 2
: l-cos2
2 o
angp=———
v 2
2SN Pros@=s5n 2@
na tvar
f+i, i-1 _
I.= 5 + 5 cosd@p— L, sindep
L+, I-1 _
f,= 5 + 5 cosd@t+ L, sinde
iL—-i
Doy = ; sin 2@+ L, cos 2

Tieto rovnice su podobné rovniciam pre @ a ¥ pri rovinnej napitosti. V tychto rovniciach si
navzdjom zodpovedaju veli¢iny:

o, =1,
T, =4,
I.=-D

sl
Hl'adanim extrémnych hodnét 7.+ a I,,, dostaneme hlavné momenty zotrvacnosti
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Iy= L+l ilJ(fx + fj +40,)}
2 2

Osi zodpovedajice hlavnym momentom zotrvacnosti nazyvame hlavnymi osami zotrvacnosti
prierezu. Podobne ako pri rovinnej napitosti, mdézeme momenty zotrvacnosti a deviacné
momenty znazornit Mohrovou kruZnicou v suradniciach / a D. Hlavné momenty
zotrvacnosti k osiam, ktoré prechadzaju taziskom prierezu, nazyvame hlavnymi centralnymi
momentmi zotrvacnosti prierezu.

Polomer zotrvac¢nosti, napr. k osi z je definovany vztahom

kde L. je moment zotrvaénosti plochy S k osi z. Rozmer polomeru zotrvaénosti je dizkovy a
znaci taku vzdialenost’ od osi z, Ze plocha § ststredend v tejto vzdialenosti ma moment
zotrvagnosti . = i.S.

Je teda zrejmé, Ze najvicsie a najmensie hodnoty polomeru zotrvacnosti pre osi prechadzajice
jednym bodom budu prislichat’ hlavnym osiam zotrvac¢nosti.

Priklad 1
Pre obdlznikovy prierez so stranami b % A urCite hlavné centradlne momenty zotrvacnosti
(obr.9.4).

:‘lil' [
dz  E
&
—
dszyuf__%« 1

Obr.9.4 Obdiznikovy prierez

RieSenie

Hlavné centrdlne momenty zotrvacnosti ur¢ime podla hore uvedenych vztahov. Pretoze
poloha t'aziska je jednoznacne dand, potrebujeme este urcit’ momenty zotrvacnosti a deviacny
moment k dvom navzdjom kolmym osiam prechadzajicim taZiskom prierezu /. a 1,..

Podra definicie

+hi2 3 2 2 [m]
fx:_l--}rgdgx: _[ ygbdy:[fi} _bk

5 k2 3 —hi2 12
+3i2 3 T : [m*]

1 =]z, = | z%dz= L

¢ 5 > = 3 =i 12

Dy, = | s, = | zvdzdy =0
5 5
Potom centralne hlavné momenty zotrvaénosti su:
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L+, 1-,

o=t
fl=fx=%[m"]

3
fﬂ:fy:%[mq
L=1

Z vysledku je zrejmé, ze osi z a y st hlavnymi centralnymi osami zotrvacnosti prierezu.
V pripade $tvorcového prierezu b = h = a bude

)
I,=—
127 15
Priklad 2
Urcite momenty zotrvacnosti obdlznikového prierezu k osiam z a y, ktoré st vodorovne
h &
M=—— H=—=
posunuté od centralnych osi zotrva¢nosti prierezu o hodnotu Za 2 (0br.9.5).
lllirl b l.l;l' [
1]

| e

.|:|N z

t-L"

n:-

""\-"l':'_"

Obr.9.5 Posunuté osi

RieSenie
Momenty zotrvacnosti (kvadratické momenty plochy prierezu) mozno uréit' priamo z
definicie alebo pomocou Steinerovej vety. Pouzitim Steinerovej vedy dostaneme:

E: 2 3
fr=fx+m23=—b;g B A
12 2 3
" b
Iy=I+n'8= ==

P

2&]2
Dxl}ll = 4

Priklad 3
Urcite hlavné centralne momenty zotrvacnosti medzikruhového prierezu podl'a obr.9.6.
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Obr.9.6 Medzikruhovy prierez
RieSenie
Pre kruhovy prierez plati:
I
=L+l =20 =20 == %:Ep

Polarny moment zotrvac¢nosti medzikruhu bude rovny rozdielu polarneho momentu prierezu
priemeru D a vybratej kruhovej Casti prierezu d

i 4 4 4 4
o ad i, )
I =P po[fas= [ onddo=""__7% _ -2
I !._p JL Fdp 32 32 32 D
Potom

4 4

-1,-22[ ()

» T g4 D

D=0

Je zrejmé, Ze I, a [, st zaroven hlavnymi centralnymi momentmi zotrvacnosti prierezu. Kazda
os predchadzajuca taziskom medzikruhového prierezu je hlavnou centralnou osou
zotrvacnosti.

V pripade plného prierezu (d = 0) bude

I zl*
P32
a0t
..'.rx = ..'.FJ_, :H— ..'Erl'g
D, =0
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Priklad 4
Urcite hlavné centrdlne momenty zotrvacnosti rovnoramenného L - valcovaného profilu
(obr.9.7).

e
b

h

Obr.9.7 Zlozeny profil

RieSenie
1. Ur¢ime polohu t'aziska prierezu.

2. Ur¢ime L, I,y a D,y k zvolenym navzijom kolmym osiam z a y, ktoré prechadzaju
taziskom prierezu.

3. Ur¢ime hlavné centralne momenty zotrvac¢nosti /;, /.

1. Polohu taZziska prierezu ur¢ime zo statickych momentov plochy prierezu ku vhodne
zvolenym osiamzay —~ U.a U,:

U, U,+U
szny:}yfz_zz £l £l
5 8+S,
Zp=—2 2
PO

2. pricom U, a U, su statické momenty ploch S} = hb a S, = b(h-b). Vzhladom na
symetriu prierezu je zrejme, ze

yr=zr

Moment zotrvacnosti k osi z podla Steinerovej vety bude (obr.9.8):
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Obr.9.8 Kvadratické momenty L profilu

pit (h Y
I =lor+wS =——+| 2=y, | kb
F1 = dar TH e 12 [2 .J’r]
h—b)b’ :
Loy = Lop +135 =—[ ) "{.J”r_é] LR
12 2
Tym je L urceny. Vzhl'adom na symetriu prierezu plati:
le = IJ'II

Deviaény moment

pretoze deviatné momenty ploch S; a S, k osiam prechadzajiicim t'aziskami Casti prierezu
st rovné nule.

3. Hlavné centralne momenty su:

f+7,
_F L
1~ 9 + 'y
I41 L1y
fu=’2-‘“ J{KE?J+Dj.y.=<
L+l
2= o T &gy
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Mozno dokazat’, Ze 1. centralna os zotrvacnosti zviera s osou z uhol 45° a II. Centralna os
je na fiu kolma.

Pozndmka: Podobnym sposobom urcujeme momentové charakteristiky aj pre iné typy
zlozenych ploch. Pre najcastejSie pouzivané prierezy valcovanych profilov (C, I, L a iné) su
momenty zotrvacnosti prierezov stanovené v strojnickych tabulkéch.
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