9. Momentové charakterisitky prierezu

Ucebny ciel kapitoly

Po prestudovani tejto kapitoly by ste mali ovladat™
o Charakteristiku kvadratickych momentov prierezovych ploch.
e Ako je definovany kvadraticky moment plochy k osi a k polu.
e Ako je definovany deviacny moment plochy k stradnicovym osiam.
o Definiciu Steinerovej vety a jej pouZitie.

« Co st to hlavné (centralne) momenty zotrvacnosti (kvadratické momenty) prierezovej
plochy.

« Co st to centralne osi zotrvagnosti prierezovej plochy.
e Ku ktorym osiam je deviaény moment plochy nulovy.
e Ako sa urcia kvadratické momenty plochy k nato¢enym osiam.

e Matematické vyjadrenie kvadratickych momentov ploch pre zakladné typy prierezov
(obdlznik, Stvorec, kruh, medzikruh)
e Ako mozno urcit’ polohu t'aziska plochy prierezu pomocou statickych momentov.

Pri rieSeni zdkladnych pripadov namahania - ohybu a kritenia - narazime na urcité typy
plosnych integralov, ktoré nazveme momentovymi charakteristikami prierezu. Preto sa nimi
budeme teraz zaoberat’ podrobne;jsie.

9.1 MOMENTY ZOTRVACNOSTI (KVADRATICKE
MOMENTY) A DEVIACNY MOMENT PRIEREZU

Uvazujeme vSeobecny rovinny prierez, ktorého plocha je S (obr.9.1).
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Obr.9.1 Kvadratické momenty plochy

Vybratd elementarna ploska dS je vzdialena o hodnotu #od pociatku vztazného
stradnicového systému.
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Moment zotrvacnosti prierezu (kvadraticky moment prierezovej plochy) S k osi z, resp. y je
definovany vztahom
I =[yas
i
I, =[zds
i
Polarny moment zotrvacnosti (kvadraticky moment) plochy S k polu O je definovany
vzt'ahom
2
I,=|plas

5

2
po dosadeni za ¥ =)? + 2% bude
I, =[(2*+y s = [ a5+ | ylas=1,+1,
s 3 s
]
Ked’ze velitiny 2%, y* a ¥ st vzdy kladné, st aj vietky momenty zotrvacnosti (kvadratické
momenty) kladné a majt zakladny rozmer [m?].
Devia¢ny moment plochy S je definovany vztahom

D, = | zyds
K

Z hore uvedenej rovnice vyplyva, ze deviatny moment mdze byt kladny, zaporny alebo
nulovy. Deviacny moment plochy S k osiam z a y je nulovy, ak aspon jedna z danych osi je
osou symetrie prierezu.

Z definicie ploSnych integralov vyplyva, ze ak rozdelime prierez na niekol’ko casti, bude sa
celkovy moment zotrvacnosti alebo deviaény moment rovnat’ stctu prislusnych momentov

tychto Casti, prirodzene, k tym istym osiam. Teda
R

f“‘:.z;*f’" Iy:.zllfx, Dﬂ:Z{Dﬂ

9.2 STEINEROVA VETA

Pomocou Steinerovej vety ur¢ime momentové charakteristiky prierezu k posunutym
(rovnobeznym) osiam prierezu (obr.9.2).

Obr.9.2 Steinerova veta
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Moment zotrvaénosti napr. k osi z plochy S je definovany vzt'ahom
1= [%ds = [(y +m)ds = [ y2dS + [ mdS + [wdS = I, +04m'S = [, + 'S
5 & & & &

[yds=0
Je zrejmé, ze © , preto vyjadruje staticky moment plochy S k osi predchadzajice;j
taziskom.
Podobne mozno ur¢it moment zotrvacnosti k osi y

lp=1,+4S8

Podobne moment k posunutym osiam je
Dy =[2'y'dS = [(z+n)( y+ m)ds = [ 2dS + 2] ydS +m| 2d5 + [ S,

4 4 5 4 4

&

kde
[zvas = o,
=
[as=5
&
[2ds = [ yas =0
& 5
Potom
Doy = D, +mnd

Hore uvedené rovnice si matematickym vyjadrenim Steinerovej vety, ktora hovori:
Momentové charakteristiky prierezu (L, I, D.,) k posunutym osiam su rovné suctu
momentove]j charakteristiky (L, 1,, D.) k osiam, ktoré prechiadzaji taziskom prierezu a
prirastku, danym su¢inom velkosti plochy prierezu a Stvorca posunutia osi (pri devianom
momente je to sucin obidvoch posunuti osi).

9.3 MOMENTY ZOTRVACNOSTI K NATOCENYM OSIAM

Momenty zotrvacnosti a deviaény moment k nato¢enym suradniciam z a y st (obr.9.3)

¥

Obr.9.3 Kvadraticky moment plochy k natoc¢enej osi
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I=[y%as
5

I,=[z%as
i
D, =[z'y'ds

bl
5

Pri transformécii povodného stradnicového systému z, y nato¢enim o uhol ¥do novej polohy

Z', y' plati transformacny vztah
z' oS sineg ||z
¥ B —sing cos@ ||y

Pouzitim tohoto transformacného vzt'ahu momenty zotrvacnosti a deviacny moment bude
: 2 : :
i.= I[—z sifl @+ Vv oos :p) i = _I-zg sin® g — EJ-zysm:pl:os g?dS+.|-y3 cosquds =
3 3

&

fysm p+i cos® @— ED ST PCOS P
I zcosq::+ysmq::;l do=..=1,cos q;'+fxsiﬂ:4 p+2l, cos poin @
2

Dy = I[z Cos @+ ¥ain q:-':l [y COS— Z 5in :p]ciS =
4

= Izy cos” q;'a'ﬂ’l:?+.I-—z2 Cos Ein gy +_|._y2 Sifl Pros @y —
3 [ 2

—I}Esing ey = Ly cosp— I cos@gan g+ sin@peosg—
5

—Dx:psing F= (fx—fy:lcos psin g+ O, (l:c:vs2 p— sin’ q?)

Uvedené rovnice mozno este upravit pomocou vztahov:
5 1+ cosdeg

cost @ =
v 2
: l-cos2
2 o
angp=———
v 2
2SN Pros@=s5n 2@
na tvar
f+i, i-1 _
I.= 5 + 5 cosd@p— L, sindep
L+, I-1 _
f,= 5 + 5 cosd@t+ L, sinde
iL—-i
Doy = ; sin 2@+ L, cos 2

Tieto rovnice su podobné rovniciam pre @ a ¥ pri rovinnej napitosti. V tychto rovniciach si
navzdjom zodpovedaju veli¢iny:

o, =1,
T, =4,
I.=-D

sl
Hl'adanim extrémnych hodnét 7.+ a I,,, dostaneme hlavné momenty zotrvacnosti
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Iy= L+l ilJ(fx + fj +40,)}
2 2

Osi zodpovedajice hlavnym momentom zotrvacnosti nazyvame hlavnymi osami zotrvacnosti
prierezu. Podobne ako pri rovinnej napitosti, mdézeme momenty zotrvacnosti a deviacné
momenty znazornit Mohrovou kruZnicou v suradniciach / a D.. Hlavné momenty
zotrvacnosti k osiam, ktoré prechadzaju taziskom prierezu, nazyvame hlavnymi centralnymi
momentmi zotrvacnosti prierezu.

Polomer zotrva¢nosti, napr. k osi z je definovany vztahom

kde L. je moment zotrvaénosti plochy S k osi z. Rozmer polomeru zotrvaénosti je dizkovy a
znaci taku vzdialenost’ od osi z, Ze plocha § ststredend v tejto vzdialenosti ma moment
zotrvaénosti . = i.S.

Je teda zrejmé, Ze najvicsie a najmensie hodnoty polomeru zotrvacnosti pre osi prechadzajice
jednym bodom budu prislichat’ hlavnym osiam zotrvacnosti.

Priklad 1
Pre obdlznikovy prierez so stranami b % A urCite hlavné centradlne momenty zotrvacnosti
(obr.9.4).

:‘lil' [
dz  E
&
—
dszyuf__%« 1

Obr.9.4 Obdiznikovy prierez

RieSenie

Hlavné centrdlne momenty zotrvacnosti ur¢ime podla hore uvedenych vztahov. Pretoze
poloha t'aziska je jednoznacne dand, potrebujeme eSte urcit’ momenty zotrvacnosti a deviacny
moment k dvom navzéjom kolmym osiam prechadzajicim taZiskom prierezu /. a 1,..

Podra definicie

+hi2 3 2 2 [m]
fx:_l--}rgdgx: _[ ygbdy:[fi} _bk

5 k2 3 —hi2 12
+3i2 3 T : [m*]

1 =]z, = | z%dz= L

¢ 5 > = 3 =i 12

Dy, = | s, = | zvdzdy =0
5 5
Potom centralne hlavné momenty zotrvacnosti su:

120



L+, 1-,

o=t
fl=fx=%[m"]

3
fﬂ:fy:%[mq
L=1

Z vysledku je zrejmé, Ze osi z a y st hlavnymi centralnymi osami zotrvacnosti prierezu.
V pripade $tvorcového prierezu b = h = a bude

)
I,=—
127 15
Priklad 2
Urcite momenty zotrvacnosti obdlznikového prierezu k osiam z a y, ktoré si vodorovne
h &
M=—— H=—=
posunuté od centralnych osi zotrva¢nosti prierezu o hodnotu Za 2 (0br.9.5).
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Obr.9.5 Posunuté osi

RieSenie
Momenty zotrvacnosti (kvadratické momenty plochy prierezu) mozno uréit' priamo z
definicie alebo pomocou Steinerovej vety. Pouzitim Steinerovej vedy dostaneme:

E: 2 3
fr=fx+m23=—b;g B A
12 2 3
" b
Iy=I+n'8= ==

P

2&]2
Dxl}ll = 4

Priklad 3
Urcite hlavné centralne momenty zotrvacnosti medzikruhového prierezu podl'a obr.9.6.
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Obr.9.6 Medzikruhovy prierez
RieSenie
Pre kruhovy prierez plati:
I
=L+l =20 =20 == %:Ep

Polarny moment zotrvac¢nosti medzikruhu bude rovny rozdielu polarneho momentu prierezu
priemeru D a vybratej kruhovej €asti prierezu d

i 4 4 4 4
o ad i, )
I =P po[fas= [ onddo=""__7% _ -2
I !._p JL Fdp 32 32 32 D
Potom

4 4

-1,-22[ ()

» T g4 D

D=0

Je zrejmé, Ze I a [, st zaroven hlavnymi centralnymi momentmi zotrvacnosti prierezu. Kazda
os predchadzajuca taziskom medzikruhového prierezu je hlavnou centralnou osou
zotrvacnosti.

V pripade plného prierezu (d = 0) bude

I zl*
P32
a0t
..'.rx = ..'.FJ_, :H— ..'Erl'g
D, =0
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Priklad 4
Urcite hlavné centrdlne momenty zotrvacnosti rovnoramenného L - valcovaného profilu
(obr.9.7).

e
b

h

Obr.9.7 Zlozeny profil

RieSenie
1. Ur¢ime polohu t'aziska prierezu.

2. Ur¢ime I, I,y a D,y k zvolenym navzijom kolmym osiam z a y, ktoré prechadzaju
taziskom prierezu.

3. Ur¢ime hlavné centralne momenty zotrvac¢nosti /;, /.

1. Polohu taZziska prierezu ur¢ime zo statickych momentov plochy prierezu ku vhodne
zvolenym osiamzay —~ U.a U,:

U, U,+U
szny:}yfz_zz £l £l
5 8+S,
Zp=—2 2
PO

2. pricom U, a U, su statické momenty ploch S; = hb a S, = b(h-b). Vzhladom na
symetriu prierezu je zrejme, ze

yr=2zr

Moment zotrvacnosti k osi z podla Steinerovej vety bude (obr.9.8):
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Obr.9.8 Kvadratické momenty L profilu

pit (h Y
I =lor+wS =——+| 2=y, | kb
F1 = dar TH e 12 [2 .J’r]
h—b)b’ :
Loy = Lop +135 =—[ ) "{.J”r_é] LR
12 2
Tym je L urceny. Vzhl'adom na symetriu prierezu plati:
le = IJ'II

Deviaény moment

pretoze deviaéné momenty ploch S; a S, k osiam prechadzajiicim t'aziskami Casti prierezu
st rovné nule.

3. Hlavné centralne momenty st:

f+7,
_F L
1~ 9 + 'y
I41 L1y
fu=’2-‘“ J{KE?J+Dj.y.=<
L+l
2= o T &gy
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Mozno dokazat’, Ze 1. centralna os zotrvacnosti zviera s osou z uhol 45° a II. Centralna os
je na iiu kolma.

Pozndmka: Podobnym sposobom urcujeme momentové charakteristiky aj pre iné typy
zlozenych ploch. Pre najcastejSie pouzivané prierezy valcovanych profilov (C, I, L a iné) su
momenty zotrvacnosti prierezov stanovené v strojnickych tabulkéach.

125



